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Методом лилейной теории упругости нерастяжимых стержней исследуется 
кинематика ։: ростра чствённого движения многозвенного манипулятора Определено влияй и<- 
упругости not леАнего звена н<з кинематику движения

Исследуется кинематика проегрднгтвенного движения многозвенной ՛ 
манипулятора, последнее звено которого моделируется как упругий 
Нерастяжймый стержень (фи։ 1) В конце упругого звена расположен 
< хвц| с грузом. Не ограничивая общность, предполагается. что 
манипулятор находится на подвижном основании и все соединительные 
шарниры идеально-цилиндрические. Система координат

Фиг.։

ния манипулятора
1. Положение точек упругого 

точки упругого звена манипулятор£|
O. Xyj. можно представить следующим образом:

является инерциа льной О .X У/ 
связана с основанием а 
ОпХяУ/!Хп — с последним упругим 

звеном Ось О „У,. совпадает։՛ • 
недеформированн ым состоянием 
упругого звена.

Кинематика движения манипу
лятора с абсолютно твердыми 
звеньями и идеальными цилин 
д 1 ՝, и ч(-•<:к и м 11 п ।а рн э ։ ра м и до стато1: ио 
подробно исследована] 1,2|. Считая, 
что в пространстве известно две 
Женке основания последнего упру
гого звена манипулятора д,ля 
определенности исследуется влия
ние упругой податливости послед
него звена на кинематику движе-

звеиа Радиус-вектор произвольной 
в инерциальной системе к<х>рдин<гг

R(/,£)=Ro(,)t.Ri0-'-R;(',£)
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где Ки(О=ЫО>л('Ш'))г-радиус-вектор точки О. [основания)

относительно начала координат инерциальной системы О^А'^У / , 
К;(/) 0)’~|(О)7 радиус-вектор основания упругого звена (точки

относительно точки О։ системы координат б)1А‘,1К./|, R. (/.с) 
радиус-вектор точки С нейтральной линии упругого звена в момен! 
времени ! относительно точки Он в системе координат

О„А.Д.,,/*. I длина упругого звена.
Обозначая через и(/,с) вектор упругой деформации нейтральной 

линии звена манипулятора в системе координат Ог.\,} ՛՛./„, R (/.и) 
можно представить в виде

КД/^) = (Н|(/,С),^ +и,(/Л)) 11.2)

Условие нс растя.ж и мост и упругого звена манипулятора приводит к 
некоторому соотношению между функциями п,(/, (/, г;),пД/.с)
представляющими здесь уравнение связи |3|. Эту связь мы получим, 
предполагая, что длина с/б элемента упругого звена остается нои змеиной 
после деформации.

Гак как И) ‘4, ■ го

■| Г] I 8и^ + М»Л)Т =1
I « ]1^Г 

или

Ограничиваясь рассмотрением только малых отклонении упругого 
звена от недеформированного состояния, будем считать что компоненты 
вектора упругом деформации и(/.^) “ (и. (/. £>).*<՝(!.;))'' и их

производные по С и по / - малые величины.
Считая с.) малыми величина

ми первого порядка относительно дшны упругого звена
2/,(/Л)-8. (е«1) (/ = 1.3) 115)

следует на основании (1.4) принять, что и?(1, и имеют
второй порядок малгнтти

П-0)
Следовательно, пренебрегая величиной (ц՜ (/.£))’, как четвертого 

порядка малости (г1), можно условия нерастяжимости |14| записать в
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виде

«;('Л)=-|[к(«Л))г+(“И'Л)У] ։՝-7)
А.

(производные по с, обозначены штрихом, а по I - точкой)
Оставляя в выражениях (1.1), (1.2) величины, порядок которых не 

превышает £, вектор И2(;,^) в системе координат б). .¥,¥7, можно 
представить в виде

к20л)=(м,Ш^«5О^))г
то есть вектор упругой деформации и0>^) перпендикулярен к 
недсформированному' состоянию последнего звена (4|.

Направляющие косинусы углов между осями систем координат 
0п7ЛК7п и О, Л'. У‘/5 зададим при помощи табл. 1.

Таблица 1
X -1

ХП 4 4 4

Й 4 4 4
г- 4 4 а(|)

Здесь через а',։' (/,/ = 1,2,3) обозначены

4 соз(О,Л'„>О1А'[)=0,!л)
4=Соз(ол^)=(1,л)
4 = Т.,0,2,) = (к, • ։,) (1.9'

аУ = соь(О,2,.,ОД)=(к1к„)
где Цр^рк,) и (1 к,.) -единичные векторы осей системы координат

О.Х, У./., и б/. .¥л ¥^7,,, соответственно.
В соответствии с (1.!| и (1.9). положение точек упругого звена 

манипулятора относительно связанной с основанием системы координат 
О.Х,у,г, (к,(/.4) R,0)+кМ). можно представить в виде

к,0л)=Г(>;0л)+к։(/) и-10)

В однородных координатах преобразование (110) имеет вид । >|
и,0Л)=т(|։к,(/Л) и 121

К’ а(0 и.2! а(|)) а31

где Г о> = 4 а(|) (1.111

14՛? а(0 
и-зз

где матрица Т<։! размера (4x4) имеет следующую структуру:



(1 13)

Для определения положения точек упругого звена относительно
инерциальной системы координат О.Х )\у7.ь. составим таблицу 

направляющих косинусов углов между осями координат О. V,}'/} и

Таблица 2

X. Уо •’О

*1 aü? а՛,-;’

>1 “՝■?
“1 <Л1?

где
a1;;' =cos(QA’։,00-Vj=(il i0)

aj;’=cos(O։XpO0r0) = (։,jJ
a J’* = cos(0,, Q,Z0) = (i, kJ |1 14)

aiV-c0s(O;ZpOÄ)=(><. Ю
U„,j(1.k, )-единичные векторы осей системы координа; ОЛМ,-
соответственно

Вектор Rj(z,c) (1.10) в системе О X )[Z0 имеет вид

։<(/^)=rlV.R։(G;)TRf(f)
где

а« а<^
г' -1 (?}- а;31 а1.7,1 а՛;’

и) -И) i:i. u:» /
Подставляя (1 12) в (1.15), получим

R(/.£)=r(,:)r(’;։R;(c4)-r,;,R1(z)+R„(/)

или я однородных координатах
к(/,4) г,, г R (/.О

Здесь
i’L R 0) 1

= — : T(t)=
< ° I 0

«,(/)

I

!! 15)

II п>|

И 17)

J IRi
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Поскольку в линейной теории упругости R-,(/,%) определяется 
согласно (1.8) то выражения (1.1?) или (1.18), позволяют положение точек 
упругого звена манипулятора в инерциальной системе координат 
представить в рамках жесткой модели, путем добавления малых величин 
порядка Е (е«1) то есть

'0'

или

К(/Л)=г[2).г5). 4 пГ Гг
<2) 1 0)

Ч('^) 
о

(г?։1 *о('Г (I) »<(•') |/о
4- (1.20)

{1.19)

о

о
о о 0

2. Модилирование движений двухзвенного упругого манипулятора
модель манипулятора состоит 

подвижной платформы 
механической руки

на
из

и
со

-о

подвижном основании. Механическая

Фиг 2.

схватом (фиг.2). Рука 
состоит из двух звеньен. 
соеди пенных шарниром 
О3. Первое звено соеди
нено шарниром с плат
формой и является обсо- 
лютно твердым голом. 
Второе звено манипулято
ра является упругим нера
стяжимым стержнем, на 
конце которого располо֊ 
жен схват с грузом. Сое
динительные шарниры - 
идеально цилиндрические. 
0с нова и и я мех а н и чёской 
руки может переменится 
в горизонтальной плоско
сти О0Л'г,У; .

Манипулятор имеет пять степеней’ свободы движение по которым 
осуществляется посредством электромеханических приводов |6|

Для описания движений манипулятора введем инерциальную 
ОГ1Л'0У020 и неинерциальные ().Х,У'Х} (),Х,}\'Х> системы координат

Введем обозначения: /( —длина первого звена; /, -длина второго звена 

к(')--к0Ь'։(0.оУ -радиус-вектор основания относительно системы
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координат (9.Л՜՜,,}',/, : ,ас. —угол между осями и О. л |сх„ -угол

поворота мамину;иггора относительно оси О.Х՝: и. - угол поворота 

первого звена относи тельно платформы, а? - угол поворота второго 

упругого звена относительно оси О-.У2 (а2 — угол между касательной 
О-.Х к упругому звену О:Р в точке ()? и осью ОТ, 1: ч(/.с,) вектор 

упругой деформации второго звена в системе ()2Х2У,/. R,(/,£,) 
радиус-вектор точки нейтральной линии второго звена с координатой 
с, (0 <с,<{:) в момент времени I относительно точки О. в системе 

О.Х^У '/.^, а И(/,с)֊ радиус-вектор гой же точки относительно точки О, 

в инерциальной системе координат О;.гХ
«(,.<)= К„(։)+ К,(/, = ) (-2.11

Предполагается. что вектор упругих смещений второго звена мал но 
сравнению с его длиной и(/,с)/7-= с>(е). с «1 и Перпендикулярно к 

1 юдеформирова։ том у состоя н и ю.

Радиус-вектор точки С |И в системе координат О.Х ¥-./

имеет вид
R, (;Д)= (2.2)

где Кг{(,^)= (н,(/,^).4.«-.('Л))՛ . а матрица перехода Г'ц от системы

О YTZ к системе О X У\7,. является

(R^))Xj=Mj(^)
(R (/,£)) = £cos<x. -Mj(z,£)sina,

(R.(r^)). = §sina2 +tt3(/4)cosa.

ч 0 0 X

г;.. 0 cos a 2 -sina

<0 sina. cos a

'l 0 0

к.('Л)= cos a. -sina2 §

՛ sina- • cos a , 7Л

•2.3)

i'2 4)

i2 5j

Поскольку оси систем координач О.ХЛ{7. и (XX .У../... параллельны
то радиус-вектор точк^З относительно точки О։ имеет гид 

( ”i('4)

И։(/Л)= /,Cosa,+^cosa? -w?(z,^)sin<x?

/jSinotj+^sina? 4-w3(r.£)cosa ,
Г2.б>
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Проекции радиус-вектора точки С в инерциальной системе 

координат О X. У,7 определяются выражением

к(/Л)=г^к։(/л)+Но(О (2?)

где R, (/,£,) определяется из (2.5), а матрица поворота Гф имеет вил

.¥(/.£) = хо(/)+».(/^)сО8а. -[/. соза, -^соза, “К3^)мпа2]$та։։

}'0Л)= у.(/)-гм։(/,4)$та .-[/) со8а։ + §со$а3 ]соэа, (2.8)

/(гЛ)“А 81па, ч-Езта- + н3(г,£)соза ,

П)=

''соза и

'соза,-, 

$т а0

< 0

-8НШ0

-51па0 

соб а0 

0

о¥

о1
0 
Ь

«.(/.с)

Ш)= .г<,(0
< 0 ,

■ь ь։па0

< 0

со$ай 

0

0 7։ соь а

1 /, з(па։

-гс,соза, - и. §1па, 

+ ^8ша, + н, соза

В однородных координатах положение точек упругого звена
манипулятора в инерциальной системе координат определяется
следующим образом;

(2.91

R , (/) -радиус-вектор основания упругого звена относительно точки О,

Из приведенных выражений (2.8| (2.9) следует, что все слагаемые, 
зависящие от упругих смещений, имеют порядок 8 (к «1)

3. Скорость и ускорения движения упругого манипулятора. Движени 
точек упругого последнего звена манипулятора и охвата ((риг. 1) имеет 
колебательный характер относительно движения абсолютно жесткой 
модели (1.19), (1.20). Вычисляя производные по времени радиуса-вектора 
1^(7. с) |1 19). определяем скорость и ускорения движения произвольной 

точки упругого звена манипулятора и схвата Для удобства записи в (1.19), 
(1.20) введем обозначения

и радиус-вектор И(сс) представим в виде

К(/.?)= г^ + г,>, + R, + Г- ։|и(/4) (3.2)

или
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К(<Л) = Т(г1^+Т(21(и(/Л) (3.31

где ^ = (0,£,0)'.

Вектор скорости и ускорения произвольной точки упругого звена 
о ։ ։ ределяются вы ражен нем

у(гЛ) = 4к(/>?)
ш

(3.4) 
с!( (1{

где

֊к(/Л)=ги+г(т2)к,0+г(г2։к,(О+Ко(‘)+ г’;)и(«Л)+г'||й(?д)
или

Т(21)Е + Т(2,.,и(/,Е)+Т(,,)й(/Л)

Из определения производных следует что вектор скорости движения 
можно представить в виде суммы двух слагаемых, первое из которых 
определяет скорость движения абсолютно жесткой модели, а второе 
зависит от упругости последнего звена

V = ч(')+ ''г('>и('Л).“('4)) (3-5>

Здесь

у,(։)=ги+г^а,(։)+г^к,(0+ ИДО 
у,(лиОл).иОл))=Г(т21)и((Л)+г^)й(/л) 

или в однородных координатах

(3.7}
У2(/,и(^),й(/,£)) = Т(21)и(/,$)4 т(2|)й(г,£)

Выведенные в (1.5), (1.6} порядки величин позволяют оценитт также 
вектор скорости у.,(;л1(/,^)лф,£)). Поскольку п։(/,с,), «-.(,,£)• гЦ'Л) и 

Й-Д/.С.) имеют порядок С. то, как следует из |3.6) и (3.7), дополнительный 

вектор скорости V... зависящий от упругости второго звена также имсеч 

порядок 8. 13 (3.7) производные по времени от Т/21) определяются 

следующ и м обр а зом.

'г(т2) • R,, У г;, : R Л Гг;2> к,уг('2| и,
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Аналогично определяя вторые производные по времени радиус- 
вектора К(/Д). определяем ускорение движения произвольной гонки 

упругого звена манипулятора и схвата Вектор ускорения также 
представляется е виде суммы двух векторов ускорения

" = те։(/)+>¥\,(ли(/Л),й(гЛ)-й(/^)) • где 'V, ֊֊ е (е «1).
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