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Ըստ hiuuuinipjiuü ասհւսմասեռ սափ տւստանումնևրի խհզրի վհյւսւըևըյաւ

Եմքաւդրվամ է. пр սափ անհամասևռոյբյոմյը ըստ հաստության ոշսիմևարիկ I և ւոհւլհ ու(՜փ 
Կ|ւ|1հոֆի վարկածը՜. Որոշվում ևս Aqihuü. սւսհյշի և ծոմաս կոշսւարրույ արդյուսավԽո 
մոըուլԱևրը Հաստատվում I. սսւփ ւհււխւսպես ծովսւօ վիճակի անկայունության 
հնարավորությունը. прр էապես կախված է Պաաււոսի ցււրծակցի ըստ nisuuinippuli 
փոփոխության վարրից :

M.V. Belubckyan
On the Problem of Vibrations of (he Plate with N'onhomogcneouty along I hickness.

Впервые jq.vi4.-i исслег\<!я.>ни>1 пллетин, симметрично неоднородных по толшинс. ныла 
осчпнлеНс! С Г .Хехницким [ I 2| i’ работе |".<| рассмотрена млпча колебаний П-. ՛ и։н. н<-од 

породной но толщине при условии постоянства козффиннсн:с (lynccoiW. и учетам 
Поперечных сдвигов

В настоящем работе исследуются задачи ВС< Имметрично неоднородны:. г ՚>.Րւաււ՛ 
пластин на основ»? гипотезы Кирхгофа и без yi доии.ч постоянства хозффинмопь) Пу.н . она

i ксиммртричност» пони .маетен п смысле, чю если -рунвпии мех<шяч»тннх vtp..-՛T-ւ-ւ-- 
■the материала пластинки непрерывны по толщинной КООрдииагх: га они iictitMMi ин-чны 
относительно срединной плоскости Если же они кусочно-непрерывны (слоистые олаегян- 
ки), го задача несимметрична относи гслын. любой плоско- i и p.i <д<ма - :н п • р.•лиинои 
иоверхн<хтн

Вводятся tipeuôf»3uBauH<! -»тискио-лыю функций планарны* перемещении позволяю
щее установил, классы ja,vi-i для. которых отделяются тзл-ччи оиред«-л.->|ия оСн)бщ»-нщ>го 
плоского напряженного состояния и изгиб-Ն Устанавливается возмажпоси. пигери 
устойчивости пластинки при действии ни краям изгибающих момеигол и при а- и- гвин 
иирмалыюи нагрузки

I Упругая пластинка в прямоугольной декартовой системе координат 
(x.y,z) занимает область 0<х<а. o<îysb. Модуль Юнга Г՛., 

коэффициент Пуассона v и илогность материала пластинки р являются 
функциями координаты z Принимаются допущения гипотезы Кирхгофа:

F. / ч E . х Е
0,1 =------- ., (е;! 4 VE-. k Ծ?շ =-------- ; (s2. +l-i; !. ո֊ . = — : (I 1)

1 - V I — V I + V
dw cw , •.

u. =ll՝Z —. lt.-V 7. —, U. = И՛. It, V\H--(л\ v,z ) (1.2)
UX fy

и прснебрегаготся моменты инерции вращения.
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Выражения для усилий и моментов, согласно (1 !|, (1.2) получаю гея н 
КНДе

;,.С?.(С֊2».е-[։^.--(Л- 2в,)\ “ 

ох ду [ ел су

г-с?»(с-м.)^֊։-?¥.и֊2»1>?’" 

оу дх ду ел

5 =
си ду 

---- :-----  
< ду дх

-2В,
д' и՛ 

дхду

»я£?.е>.-ж»£ох ду дх су

К^Цк֊2В,)^- 

ду дх

а2и-
ду

-(/2-2В;)֊֊֊

Н = В.
си ду 

ду дх

-23,-^

' дхду

Злее!, приняты следующие обозначения

К = О.= [ — В, - ' 1՜ “ £ Л,* =0,1.2 (1.5>
1-у1 ’ { 1-у’ ' * 2 / ] + у

Подстановка (1.4) в осредненные уравнения движения (1 3) приводит 
сравнениям относительно перемещений и, у, и-

„ . 1г о \ д ( си д\՛ 
Ан + (С-//,,)— р—
Г }/ал1сл- б л -Л'

С7 ди О IV
— Ди>=АП— - р - 
дх дг ™

/«• \^(с-в0)—1֊.
о,3г1аг су • \

ду гл д , с у
- К — Ди- - т—г- - р 

ду дг

*% 1
О и ՛’ 
д(^ (1.6)

п лЗ л ^?Нг
D:\xv г—-Му + гп—г֊АЛ — + — 

дг дг \сх су
- Р

<Д՛ Г/-нормальная НЮрУ'.Ьа.
ДУ *• А՛

т \р11з,р- | р7«/г, г= |рг \7г 117)

-л.-
Условия К-(),р = 0 являются достаточными для отделения 

уравнений обобщенного плоского напряженного состояния я изгиба. 
Можно показать, что члены уравнения (1.6) с множителем р имеют порядок 
моментов инерш(И вращения, поэтому они в дальнейшем пренебрегаю гея в 
СоШсин с геориск пластин Кирхгофа.
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2. Для системы уравнений (1.6) вводится следующее преобразование [4]:
б-<р дш К дп д<р дц К ди

^ = _г + .__ +--------- ,у = —--------— + — — (2.1)
дх ду С дх су дх С ду

При помощи (2,1) система уравнений с учетом /? - 0 приводится к вид}
<52<р тК д2ы и А с2ф

С Лер = т —- +---------- —, - т -
д։2 С д1г 0 дг

Г՜
[)/\՜ и-՛ г — А IV 4- т ֊ ■ — - К Л2 (р = с{

О1 • С-1 ■

Л> = По-С ’№ (2.4)

Преобразование (2.1) аналогично введению функций Ламе для частного 
случая задачи плоской деформации. И здесь очевидно, что решения системы 
(2.2) (2.3) удовлетворяю! уравнениям (1.6). Однако обратное утверждение 
требует доказательства, аналогичное доказательству полноты функций Ламе (51.

Уравнение относительно у отделяется от системы уравнений 
относительно (р 1иг. Однако, в общем случае, они связаны граничными 
условиями на кромках пластины.

В случае статических задач для каждой из искомых функций о. V, и 
получаются автономные уравнения. Поэтому можно условно считать, что 
формула |2 1) определяет эффективную жесткость пластинки на изгиб В 
этом же смысле С будет эффективной жесткостью на растяжение ж<:. не!, 
Д,~ эффективной жесткостью на сдвиг, т — приведенной массой

Анализ задачи собственных колебаний бесконечной пластинки на 
основе системы уравнений (2.2). (2.3) показывает что члены с 

коэффициентами тКС г имеют тот же порядок, что в моменты инерции 
вращения. Поэтому для задач колебаний тонких пластин, в согласии с теорией 
Кирхгофа, предлагается вместо ситемы (2.2),(2.3) использовать следующую систему:

£<р г» * 52ф
СДф - т- , В,Д\у - т—г 

сг 0 аг
а2и- , ,2՜51

РА'и + т - /С А2 ср = а
дГ

Необходимо отметить, что эффективная жесткость Г) всегда 
положительна.

Если ввести обозначения

/(-’) = -2^>0, >0

1-у' 1-У

го условие И> 0 сеч ласно (2.4) приводится к неравенству Коти-Бунякс՝нского
/л, _ \3

Граничные условия относительно функций (р, ф,^'на кромках пластинки 
получаются обычным способом осреднения и использования преобразования
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С И Д-.я частных случаев указанные граничные условия для кромки.v const 
прнмщтся ниже

Жуткая заделка —

№и=о,а₽.-^ о,
бх ду ду дх дх

Шарнирное закрепление —

+ М = -о,н =о/’\՝
бх^бх ду) ду дх дх՜

Скольайадни контакт-

<*Р +Д' =0 
дх ду

б бф _ бф 

дх ду дх
= О

dw Г\ W L' ^(р
— = О, D — - Л —- — +
дх дх дх՜ дх ду 7

(2.6)

1'2?)

12.81

3. Для задач статики, при действия поперечном нагрузки <;(л.г) нс 
’Ии-"■ л поверхности пластинки, функции ф и ф . согласно (25) должны 
удовлетворять < .однородным уравнениям Лапласа и однородным граничным 
углимшм вида (2.6)-(2.8). Отсюда следует, что в этом случае 
р е0, ф = 0 Тогда для определения прогиба и։ получается обычная 

задочд теории изгиба пластин с эффективной жесткостью D 
отределяемой по формуле (2.4). При этом перемещения иух

делшотся согласно (2.1) следующим образом.
К $lv К би-

I/ ------------- , V = ------------
С дх С ду

(3.1)

Подстановка (3.1) в (1.4) приводит к определению усилий и люмен тог 
wepea функцию прогиба и>

8L л а‘՝и' т _ 4 d*w о л $՝w 
Г> 4 г ’ ^2 _ 4 - 4 -

I ду дх (՝хд V

К = .D^-(D- Д)^, М, = -D֊(D - Д)а '՝՝
Гл- ՝ By - су՜ ' сл-

// А 4-у~, N,=-D—Aw, ,V, =֊Р—Aif 
дхду дх “ су

где
д -- г(в, - В.КС՜') л, = г(д - в, кс1) о з֊

Легко проверить, что 4 = 0 при v const и. следовательно.

t, = t2=s=o (3.4;

В общо։ случае /1։ г= О . В частности, для двухслойной пластинки [4.6]
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.1 v? ~~vi Мз(А _____ I
2 £։Л.(1 - v,2 )+£л(1-v։2)

Знак коэффициента Л, определяет. являются ли усилия Т։,Г2 растягивают)! 

или сжимающими.
Очевидно, что в случае, когда 7՝, Т сжимающие, возможна постановка вопр 

\ сгойчивости пластинки иод действием поперечной нагрузки
Пусть пластинка-полоса (цилиндрический изгиб) с жестко заделанными кра:

.V = 0, а изгибается при действии поперечной нагрузки <у = if,. = ct»isl.

Усилия и моменты согласно (3.2) оггределяются следующим образом:
7] =0,Гг =^4/(ДХ = 0,Л< = -^/(х)

/ J X 2 2
М '՜ D J~2~yW'V| ■

«Пункция /(х) - знакопеременная. Она отрицательна в интервале (С,£?) н 

положительна вне этого интервала. Отсюда следует,что усилие 7 также являете 

знакопеременной функцией от х и его знак определяется знаком коэффициента ■՛!. 

и знаком функции /(х). Поскольку всегда существует интервал. для которого 7, 
является отрицательной функцией (сжимающее усилие), го возможна потер! 
устойчивости рассматриваемой пластинки |7,81.

4 На основе полученных уравнений (2.5) и граничных условий (2 6)-(2.$ 
рассмотрены частные задачи свободных колебаний план ин Д ։я прямоугольно՛ 
пластинки с четырьмя шарнирно -закрепленными краями решение имее । ни •

Ф Z^;/՛ ՝е ''' ’suig^xsinAj1, ср = ՛ sinu.xsin/ j'

и' = Z(’V՛"'՜' + ^e"'“')sinnf,vsin7.j-

ГАС
='«‘'('(и/тЛ. =m 'В0(ц/ t Л,2) Q„ ■' -m ՜

Я, =֊-.?֊, =^. Л„=и’к(р/+Х1:)"(։2 ’-га -)'<р (4.4
Cl fSXQ

В случае свободных колебаний пластинки-полосы с шарнирно 
закреплённым краем х - 0 и скользящим краем х - а получаются 
следующие результаты:

38



Наконец д\я задачи свободных колебаний плаоинки с граничными 
углоаиамн шарнирного закрепления краев х = 0,и, и скользящего 
ктп.ита крае» у = 0,6

У с х х
V = атц,хсо8Х,։>ч V = 2 Е V՛""' сояц^шу

Г-1 л -0
<4.5:

՝ I֊՛ У ‘ + лу' ^П|1рЛ-СО5Л։.У

Принятые здесь обозначения совпадают < обозначениями <4 2)

5. Рассмотрим напряженно дсформиров-лннсм՛ со< гояни<- неодн<.■։».՛;֊ 
ГОЙИйсгинки пр;; действии изгибающих моментов на краях Пусть и > 
К^МИрни-закрепленным краям пластинки л 0,« приложены нагрузки

Си = о, (г) такие, что

I ]<тс,(х)/г = 0. Л/, = = Ч, <5.11

В ио.ч случае граничные условия шарнирного мкреп гения имени 
вил

Г, = 0. V - 0. и- = 0,Л/, = Ми при х - 0,а 

или же в перемещениях

™Чу = о. „-о.
С1) дх И

(5.2)

(5.3)

Принимается, что на краях пластинки г = 0.6 имею! место г-.г.ия 
ЙйНЫйщего контакта, анрлогичньк* (2.8) По< ле введения преобразования 
рГГумазанные граничные условия приведутся к виду

=0. ^Н-^ = 0 и- = 0. —- = ֊^ 
ду) ՛ су дх Г \ I)

при л՜ - ().</ (5.41

<хр _ _ .. д | оф д^
Йу Эх с у \ Эх ду I Э у

Х[/^֊
ду у Эх су;

при у - 0.6 |5.5)

Для приведенной задачи пластинка изгибается но цилиндрической 
П"Гг-|1лнп ти и искомые функции определяются следующим образом:

н ;). с^Ч, =0 (516)



Х’Ч.-л-" /У
При ияцис моментами появляется усилие Г,. знак которого завися! oi 

знака коэффицента Д . Условие Л։.>0 для двухслойной пластинки (3.5, 

означает, что v, > v։ и усилие Г будет сжимающим. Поэтому возможн! 
потеря устойчивости пластинки. Если начальному состоянию пластинки 
определяемому по выражениям (5.6). (5.7), придать возмущение >■. и (х,у) 
го задача устойчивости приведется к решению уравнения

DA2 w - Т2д2 и1/ду ’ = 0 (5.1

с граничными условиями

rx г дм» г & ՝и։ , ■. ,
и’ - 0, . = О при л՜ = (К а . — ֊0, = О при у - 0,/> (5Л

ох՜ ду ду

Представление решения задачи в виде

w = siniMcos/., у (5.11
рЫ *М 

приводит к определению критического значения из։ ибаЮщет момента из 
равенства

л,р-|^0 = х;’(и/+х,2)։в (зли
Из (5.11) следует, что минимальное критическое значение из։ полющего 

момента АЛ,. при котором имеет место неустойчивость, достигается при 

/) 1. 5 = /?(/>.՛<?) - к. где означает целую часть отношения b а

н пос единица
М. = <2Х4 '(щЧл/.Ь2 (5.12)

В частности, дай квадратной пластинки
.W. =2 Л։ 'а 24п2/>2 15.13)

На фиг. 1 приводится <|юрма потери устойчивости квадратной 
пластинки мя сечения л՜ = ail

На фиг. 2 приводится форма потери устойчивости прямоугольной 
пластинки <՝ размерами b = 1а для сечения л՜ = ail

А։։тор илгн-одарит Р М Кира к՛. ■ я:М ■■֊ ■•:֊■■■. '■■г-.,.՝ ■՛ ’• уждение
статьи.
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