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Պ.Վ.Ագարեկյան, Լ.Ա,Հայւություն յան
Բաժանման մակերևույթի վրա ճաթեր սլարու (հսկող բաղադրյալ լուսնաձև սարսեի կոնտակտային խնւլիրթ

հրկրևեո կորրլինատային համակարգի և Ֆուրյևի ինտեգրալների օգնությամբ տրված է բաժանման 
մակերևույթի վրա սիմետրիկ ճաքեր պարանակալ բաղադրյալ լուսնաձև մարմնի առաձգական այգուն 
տեսության կոնտակտային հարթ խնդրի լուծումր:

P.V.Aghabekyan, I..A. Hanitjunyan
A plane contact problem of a compound moon will։ cracks on the line of division oi materials

С помощью биполярных коорлипчт и интеграла Фуры? Дино решение илосхСЧ- копти», hi. ni 
»чдпчк теории упругости для составной области с трещиной.

В данной работе с по- 
МО1ЦЬК> биполярных координат 
и аппарата интеграла Фурье 
дано решение плоской 
контактной шдачи теория 
упругости мн двух областей, г 
упру! и ми х а ра ктери сти ка м и

ИЛ (» = 1.2) ел՛՝ и„ 
модули сдвига материалов, 
У')г - коэффициенты Пуассо­
на), образованных пересече­
нием дуг окружностей с 

симметричной трещиной между материалами (фиг.1).
Задача решается при помощи функции напряжений в биполярной

системе координат а.{3. которые связаны с декартовыми координатами 
х, у соотношениями |1|

^x = sha, #y = sinp, ^a-cha + cosP (11
где а — параметр биполярных координат.

Каждая из функций напряжений Фт(а.Р) (/я = 1.2) удовлетворяет

бигармоническому уравнению, которое в биполярной системе координат 
имеет вид (1-3)

д4 д" д4

да4 (х2ср՜’ ժ|3'
-2~,- + 2 +1 (<?ф„(а,р))=о, »1֊

т՜ ср J
1,2 12)
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Напряжения я перемещения выражаются через функцию напряж-- 
։ I ий соотиошениямj i :

aalt (а.р) = ((сйа т cos0) —- - sha — + sin р ֊ + cha)(^<I>P.(a, 0)) 
dp да dp

( д2 д a 3ла. (а,р) = | Ccha-rcosp)-^-r-sha ' +sin0 6 -cosp (а.р)1
I/ да՜ да ф ;

о2
(«, Р) = ֊( cha + cos р) —- ( </Ф„, (а, Р)) 

6ЧХС0

2g„ < С’Р оР J

(3)

F(a.p) J?
Йр да

ni = 1,2

где Т1Г(<х.р)(>п “ 1;2) — бигармоническая функция, связанная с

Фл(а,р) (/н =1.2) формулой 

г/ д2 д' )
= ||| —г֊֊, ֊1 i((/0J(x.p)X/a<Z0. т = 1.2 »!)

ср՜ )

В биполярных координатах одна из составляющих материалов 

снимает область (р, <֊р<р1, -ос<а<оо) с упругими характеристи­

ками ЩЛ?!. а вторая - область СР < Ро, - < a < х) с упругими 

характеристиками и2-
Граничные условия для напряжений равносильны слсдуюшим 

условиям для функции напряжений (1-3]:

(^Ф.(<х,Р)) -Ф1(а),
IPI-P

(а.р))
= Ч',(а) (>1

Предполагается, что Ф։(с0 
разложимости в интеграл Фурье.

У слов и я сим мет р ни

и у/, (а) удовлетворяют условиям

j/(aBy ֊о ^фАаЛ))| (6)= 0

Па линии контакта имеем следующие условия

с(дФ„,(а,р)), 
Э₽

п.е =о, (</Ф,(а,р)) = (</Ф,(«.Р)) 
м>. 'Р=Рн

|(^>а„ р)

<?(Ф,.(«-Р)) р-р i^x՛,<՝ I ! (а. р) |. j,_։ Г 2 ((/., P)jj, 'ajxxo
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Учитывая симметрию, би гармоническую фуицию напряжении

ФП1(а,Р) (т = 1,2) удобно представить интегралом Фурье такого вида 

?Ф„(а,Р) =
Ж (а. Р) cos rat//

(ni = 12) (8)

где

Z(z.p) = /J,(z)chz(p։ ֊ p)cos(p-pj+/? (/)ch/(p֊p,>)cosp(p։֊p)±

+ C,(z)shz(Pl -p)sin(P-p։>H D։(r)shr(p-p0)sin(P, ֊p)

/,(z, P) = A. (/)ch/(P0 - P) cos p + (t)chrpcos(po ֊ p) +

+ C2(z)sh/(P0-p)sinP + /)2G)slvpsin(p0 -P)

удовлетворяя граничным условиям (5) и части контактных условий (7) и 
условиям симметрии (G), получаем следующие системы уравнений для 
определения неизвестных интегрирования:

J։(/)cos(p, ֊P0) + //։(/)ch/(Ps -ро) = Ф։0)

(zfl։(z)-D(z))shr(P, -р0) ֊(Л(/)4 zC,</))sin(P։ ֊PJ = ф,(/)

(C2 (z) ֊ zJ, (/ ))sh/p0 + (Я2 (z) + tD2 (z)) sin p0 = 0

4j(z)shzpo-Z)2(z)sinpo=O (l0}

(^l(z) + z7)։(z))sin(P1 ֊ pfl) + (C,(z)-zJ,(z))shz(Pl - p0) = 0

(A2 (t) + zG (z)) sin p0 4 (Л (z) ֊ iBz(t))sh/ptl = 0

Л(z)clw(p -p0) + ^(z)cos(P, - Po) = %(z)

42(z)cosP0 + #2(z)chzpi( = A’(z) 

где величины ip։(r) и \j/, (z) яхьииотся преобразованиями Фурье от 

функции ф,(а) и ф,(а)

- [2}
ф։ (Z) - - (pjCalcoszar/a 

\ тг -
(11)

__  1^ . "р
Vi(z) = J— Гф.(а)со5ГаЛ

Ь 0J

а /Y(z) - пока неизвестная функция, которая определяется позж(?.

Разрешая систему (И), для неизвестных /1Я1(/),(/),('„. (Z) и

Dm(t) (т = 1,2) найдем значения через неизвестную /Y(Z) ՛

= Т7֊ (A'(z)chzy, - ф։ cos 7։) 
d(z)

М = —№(0011/7, ֊ .Yulcosv,)
d(z)
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с1(') = [AT(z)(/chzy, + ֊֊֊у shzyt sin 2y,) ֊ 
(12)

֊ (p,(/)(/ cosy, + -J— (z՝ + l)sh2Zy։ sin у,) + 9. (z)Zsin y,] 
20(z)

^1(0 = -֊֊l~A'(Z)(zcosy, ~-(r + l)sh2zy,s։ny1) + 
АДО 2d(z)

+ (pl(z)(zchzy,+ 26(/) ° + l)sh/y, sin 2y, )-՝91(/)shry,]

1 де

A2(0 f

42(0

5(z) = sh2Zy։ + sin y։

A.(Z) = sh:/y,-/?sin;y, y։ = p,-0O

A2(z) sh2zy, +zsin 2y, 7з=Ро

t 13)

Неизвестная функция .¥(/) определяется из следующей системы пирных 
интегральных уравнений, которые получаются из контактных условий |'|

J.¥(f)coszczJz = О |а|<(4

1Н
J| М(z)/Y(z) + jV(z)]sintiult - 0 |aj > cz0

где

?V(z) = 1 1֊ (p.(z)(zchzy, sin у, -shzy, cosy,.) + ^(/Jslvy, siny, |
A,(z)

A(z) = (sh2r/ i Zsin2y,)A,(z) + 4A(shJrf? -• sin y.)A.(z)

|֊i2(l֊u,) 2A,(Z)A2(Z)
(15)

В частном случае, при а,, =$о из (14) получаем Х(/) = 0 а при 

а. =0 получаем .¥(0 = -¥(О . в обоих случаях задача решается в

замкнчто.м виде
Учитывая интегральные представления функции Бесселя |4| 

, , ч 2 г coszarfa r . ч 2Jf sinzac/aJ—---- ; Л(а0= h=r=^ (1GI
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можно парные интегральные уравнения (14) представить в виде

|(г +1)Х(/)70(.х,/)<й =0 при х<а0 
о 
•
{(Г՝ + 1)[л/(/)А'(/) + 5(;)]./,։(л.гкЛ = 0 при х>(1,. (17)

Применяя преобразование Ханкеля, получаем и »пттра льные
уравнения Фредгольма второго рода

Л/(ОЛГ(/)+ #(/) = |(Г * 1)[(Л/(т) ֊ Г>.¥(т) +/У(т)]а (/,г)г/т (18|

где

*'(1* т) = р—у [Ц (“<•/ )Л л) - л/„() Л (“.л

или

= Г(г + |)С(т)£(г,гИт֊//Н)
* +4

где

(7(т) = (Л/(т)֊1).¥(т)-Лг(г)

(Г-М)Л/(П

[(г^1ХДг)А'(/лМт-^Г-- 

ЛГ(П

(И»)

(20)

1211

На линии контакта норма \ьное напряжение имели՜ вил

по., (а.р)|^ = |[-/:(сЬа + со5Р0)со5га + /5На5тга-созР соз/а]х
’71 о

+ 1)С/(т)Л'(/л)Лт-//(/) М (22)(« = 1.2)

Выясним характер напряжений в точках и - а. и а = «о Из (22) после 

некоторых преобразований получаем

а : (сЬа есоБр0)
I— — —   - ——»■—-~՜ X 
аг -а^а + ^сС -а*)

* }(’ 4 1)^(т)Уо<аот)£/т+ // (а)

0 
где

(а»Р)м.-

I?



/ ч I- ✓ I о чЪ > ч г у ч . >7, (ал) соз/си// 
Н.(а)- п—а0(сЬа4-созра) (т՜ + 1)(/(тЩаотИт - ------- -

ь ; г Г + 1

/2 7 .
-.1֊аДсЬа-г созр„) (т 1֊ 1)тС'(т)б\х

V я ]

'г! ՝(-./ (<хг,/)70(а0т) -д/„(а||г)</|(а„т))со8гЫ/
] (Г-Ь1)(Г֊Г)

+ —(/зЬазппа - соз/асоз|\>)/С(/.т)г-/т4-

(сЬа г соз р. ) соз /а ֊ /зЬа зш /а + соз Р„ соз /а]нш (24)

При (х = а0 на линии контакта нормальные напряжения имеют 

особенность порядка 1/2. В представленном виде |2.4) плен, содержащий 

особенность в точке а = а0. разделен, а /У. (сх) —> 0 при <х - а0.

Для исследования поведения напряжений в окреегно;н; края поверхности 
контакта л՜ - а(а = ос) нормальное напряжение представим в виде 

+ 2с " созру) 4-/7(1—е ') 4-2е' ! созРс]х

|25| 
л(г)

где

П/) = —[(V 4-ЬС-'(т)Л:(/.тк/т֊ (/)Д2(/) (26)
/4-1 0

Интсфал (25) по вещественной оси дополняется интефалом по верхней 
(при х < 0 или а<0| или нижней (при л՛ > 0 и.лн а>0) 
полуокружностями радиуса Л’-»зо с центром в начале координат. 
11рименяя теорему о вычетах, представим (25) в виде бесконечного ряда

+2«՜“ сО5Р„) + |7.(1-е ■',) + 2е"'с<։5₽/)х

Х_П7?.^։<| пе«-.,? ^'2выч £

А (/]) .4=3 

т 2с соз

’и 4- 2е “ соз р0) - /74 (I - е ՝а) 4-

(27|

где /А - “/!)* - корни уравнения Д(/) 0 (2. >0. Т]А >0)
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Очевидно, характер напряженного состояния около края 
Л‘ = «(а=оо) определяется величиной мнимой части первого простого 

корня /, = 5, -П], уравнения Д(/) = 0. Если р։ > 1 имеем нулевое 

напряженное состояние. Если )]. < 1 . имеем концентрации напряжений В 

случае Т]։ = I напряжения на краю поверхности контакта конечны.
Укажем условие, из которого можно найти зону контакта. Для 

•-•вреде гения указанной зоны контакта используется условие равенства 
нулю контактных напряжений на границах трещины:

|(г +1)£7(т)Уо(аот)г/т = 0 (281
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