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Մ. Վ. Ավւսնյան, Ա. Հ. Րարրւյան <1. ԼԼ Մակարյաէ:
Րաղադրյաւ ո՝ տիվ կոների համար պաոենցիափ տևսութւան 

հիմնական խնդիրները
Ստացված են վերջավոր չափերով բաղադրյալ, ո> լրիվ /րջանային կոների համար 

Դիրիխլեի և Նեյմանի խնդիրների ճշգրիտ լւոծումներր. երր կոնական մարմինը կազմող չորս 
տարրեր նյութերն իրարից բաժանված են կոնական մակերևույթով ե կիսահարրուրյունէ։երու| 
Հետազոտվում է հարմոնիկ ֆունկցիայի վարքը րւսղաորյւպ, ո> յրիվ կոնի գազարի 
.տջակայքում կախված յււսղւսդրյւպ մարմնի երկրաչափական, ֆիզիկական պարամետրերից և 
եզրային պայմաններից:

M. V. Avanyan, A.A. Babloyan, V.S. Makaryan
I lie Basic Problems of the Potential Theory for Incomplete Compound Cones

Получены точные решения задач Дирихле и Пеймана для круговых составных 1'е1к>.;:ш.1х 
конусов конечных размеров, когда четыре составляющих различных материала разделены дру 
оз друга конической поверхностью л полуплоскостью. Исследуется попечение • .»рмоннческпх 
функций в окрестности вершин неполных составных конусов.

В работе приводятся точные решения
некоторых основных задач теории
потенциала для области. ограниченной
конической и сферической поверхностей .1 
также двумя полу плоскостями, проходящими 
через ось конуса (на (риг. I приведено 
сечение конуса, перпендикулярное к его оси). 
Рассматриваемое тело состоит из четырех 
различных материалов с различными фи­

зическими характеристиками (л, (/<-]-? 4).

Четыре различных материала разделены друг от друга коническом 

поверхностью 6 = 0. и полуплоскостью <р = ф.. Задачи решаются в 

предположении а։а,։-а,сх? = 0 . Основная цель работы -изучение 

поведения гармонических функций при наличии источников в окрестно­
сти вершины неполных составных конусов в зависимости от свойств 
ма сериалов, тина граничных условий и геометрических параметров

Аналогичные вопросы для однородных неполных конусов 
исследовались в работах (1 — 5|.
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Пусть требуется решить трехмерную задачу Дирихле
д ( Зди) 1 д ( . .Зи'՝! I д2и п

фJ sin0c?O4 sin Of<՝

"(рэО,<р) ։ = н0(рАф), (0<р<Д, 0<0<00, О <<р < <р0) (1)

когда на поверхностях раздела четырех материалов (0 = 0.. ф = ф})

соблюдаются условия сопряжения (а,а4=а и..)

н(р,0,“О,ф) -м(р.0, +0,(р), м(р,0пф։-0) и(р.0։,ф.+0)

ои
сх ։ —

дер

ди
= а., —

п ‘ ^<Р9=ф։-0

ди 
. <Х.„ 1 ае

о г/ 
= а,— 

„ ■ ао 0-Oj •!)
(2)

о-о։ -о

где (г, 0,ф)—сферические координаты, причем 0 < 0.։ <0..., 0 < ф. < ф։О 

Ф.+Ф? = ф0.
Сначала приведем решения следующих двух задач Штурм-Лиувилля > 

разрывами:
Задача 1.
Ф’(<р) + р:Ф(<р) = 0. Ф(0) = Ф(фв) = 0, Ф(ф. -0) = Ф(<р, -I 0)

а1ф/(ф։ -0) = а>Ф'(Ф- +0)

Нормированные собственные функции задачи |3) при 

sinЦ ф, 7^0 (или sinu.Xpj *0) имени вид:

^ФЛ?)

13) 
условии

sm p.,(p>sni ц.?ф

sinp.jp.sinuJj^-cp)

(0<Ф<Ф։)

(0<Ф<<р, )

2ЕР = Р,Ч>> sin2 Ц,Ф2 +<Рг sin2 ц 

а собственные числа ц, в случае задачи 

уравнения

р։ - о։ /а-

Дирихле являются

И)

корнями

sinu./p.cosLi^ +|5,sinu^p2cosp/p1 =0, >0

Для задачи Неймана в уравнении (5) нужно заменить [5, —> {У։ 1 

формулах |4|- sin у заменить на cosy .

В случае cosup(p, гО, cosp.,(p? л0 функции Ф„(ф) имеют вид

(5|

а н

՛ В ’ cos и „фп sin и„ф VM<p) = l \՜ 'Р х 
cosр др, Sinup(tp,, Ф)

= Pl'<р| COS2 ЦДРа +ф: cos2 Ррф,

(0<<р<ф3)

(О^ф<ф0)

161
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В частном случае, когда Ф։ - ф, = О,5фо функции Ф?.(ф) опреде­

ляются простыми формулами

егФр(Ф) =
G\ !(Ф)5։пцгФ. цгф., = 2г.р, 2е* - 0, ‘ф, кр 

s։npr9, ргфо = (2р-1)п, 2€^0։ф։ + ф:

Задача 2
[sinO7”(O)f+[v(v* 1) uj, sin ‘ o]z’(O)s։nG = 0 I

|7(0)|<oo. Г(0„) = 0. Г(0, -0) = 7(0,-0), a,7'(0, -0) a,F(0,+0)
Собственными функциями задачи (В» будут

(о<о<;е,)

|В|

^(0) = у,(8)4(Р> ,1^',(е')л(0), (0, <fi<0„)
л(0,)

где использованы обозначения

у,(0)=р¥;чсоь()). ,у:(0) = сл;։(^о)

Л(в) = у|(0)у2(е|)-у։(О1)у2(О). Р2=а,/а,

Здесь Р/‘ ‘(х). (л)— присоединенные функции Лежандра, р

< ։oi

корень уравнения (5). Собственные числа V*.. будем определять и<

уравнения

7^ (Go) = 0 IM* задачи Дирихле)

7^((Э0) = 0 (для задачи Пеймана) 111)
Нетрудно проверить, что уравнения 

действительные корни.

Отметим. что системы функций

(5) и (111 имеют простые

ортогональны с кусочно-постоянными весами 6*,(ф) и 6.(0)

(7)

Ф)

соответственно

С|(<Р) =
[р.

1
(0<ф<ф,)
(ф, <ф<фп)'

G.(0) = 0;
1

(О < 0 < 9,1 

(О։<о<ег)
(12)

то есть
Фо
|б‘,(ф)Ф4 (ф)Фг(фХф = 6^, Jg’.(0)t;j())7՜.,, (о)</о = d4;.w։ (ui

0 л ,
где О4р - символ Кронекера

X



~У^ ■ 1
</Г (0) , аЕ (0)7.(6) = ^, г;(6) = ^

(И)

При вычислении необходимо учесть условие (11).

Решение задачи Дирихле (1) представим в виде двойного ряда Фурье 
а?

и(р,е,<р)= Х“^^(р)^(0)ф,(ф) п5)
к.р֊\

обращение которого в силу (13) будет
ОС.Фо

^(Р)= ) )»(р,0,ф)С1(ф)(?ДЙ)^(9)Ф,(ф)8тО<да(*р (16)
о о

Применяя метод Гринберга к уравнению (I), лдя определения 

неизвестных функций Х^(р) получил։ дифференциальное уравнение

Ь2^(Р)1-%  ̂+ 1)Хч,(р) = Д,(р), ^(0)|<Ф, Х^Н) А.:, (17)

В силу граничного условия (1) /Ар(р) и можно считать 

известными.
Решение уравнения (17), полученное методом вариации постоянных и 

дальнейшим предельным переходом, имеет вид:

^(р)=4^"՜ *г Ч<Х'Р) Дом*

и<р) X р
’ Хо=Т’ Р"=о (х > р) R R

(18)

Подставляя найденные функции Л^уДр) из (18՜) в (15), получим 

окончательное решение задачи Дирихле |1| При этом ряд (15| будет 
сходиться абсолютно и равномерно со своими первыми производными в 
замкнутой области неполного составного конуса, если граничная функция 
удовлетворяет условиям: а) Непрерывна, б) имеет непрерывные первые 
производные везде, кроме точек линий пересечений раздела материалов г 

«раничной поверхностью, в) на этих линиях ид(р,0,(р) удовлетворяет 
условиям (2).

В частном случае, когда

Д(р) = ^Ри’ (а+у11>-1? 1191
для ЛАр(р) из |18) получим следующее выражение:
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Mp^-pî)
(a-v^Xci + v^ + l)

(201

Асимптотика функции и(г.0,ф) в малой окрестности вершины 

неполного конуса (р<< Л) определяется первым »иеном ряда (15)
Из (20) следует, что асимптотика гармонической функции в малой 

окрестности вершины составного неполного конуса, при р « /? будет 

иметь вид:

а| ?ï(p,G,<p)«2(J։ + <V|։ <сх)

б) м(р.О,ф)»֊8.|01։|р“/(0?ф) (<*<V]1)

В) и(р,0,ф)ЧЛ+Т1^)юпЙ2(О՝Ч>) (“ = vi.)
2v,.+l

где Bjj = Bi։(a-v1J)(u + vll+l), г(е,(р) = 7ц(0)Ф(<р)
Путем дифференцирования из (21) можно получить асимптоте. ич кие 

формулы д\я всех производных гармонических функций
Lia фиг. 2 приведены графики функции v||(<p._>O,J) = ( ’, подученные 

из первого уравнения (11) (задача Дирихле) при следующих значениях 
параметров:

а։ = 1, а2 = 3, а3 = 4, а.։ =6, ф2 = О,3ф։, Ф։ + Ф? = фп • 0.- 20

2,5<ф0<6£8 2,5 < 9„ < 3,14. v։i = const =0,45*1,4
Ha фиг. 3 приведены аналогичные графики, полученные Из второго 

уравнения (11) (задача Неймана) при тех же значениях параметров

Фиг.ЗФЙ \

Отметим, что как в задаче Дирихле, так и в задаче Неймана функ՛« ни 

“ ^(ф(1,Оо) определяемые из (И), н общем случае являются 
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неоднозначными На фиг. 2. 3 приведены графики только первых ветвей 
Функций v = vll(<p(,։0o)

Задача 3. Задача Дирихле для составного полного кругового конуса 
конечной мины.

Пусть круговой полный конус состоит из двух различных материалов 

(с физическими параметрами а, и О'.,), которые разделены друг от друга 

двумя полуплоскостями I ф = ±(р,, 0 < р < R. О <0 < 0 ,). Требуется 

решить неоднородное уравнение Лапласа (1) для составного конуса 
10< р < R, 0 < ()< 0О, — я<(р<7С) конечной длины при граничных 

условиях первого рода

и(рД,ф) = и։(р,<р). н(ЛДф) = м,(0,ф) (22)

Ххя простоты рассмотрим случай, когда правая часть уравнения (1֊ и 
функции (22)четные относительно полуплоскостей ф = 0 и <р=±п При 

этом задачу будем решать только для области 0 < (р < Л , удовлетворяя при 
этом условиям симметрии

ги(р,о,о) = а«(р,о.я) = () 
й<р скр

и условиям сопряжений двух различных материалов
, л Ai / л лл Эм(р,0,ф.-0) <5//(р.0,ср. -ь0)и(рДф։ ֊0) - м(р,0?ф, » О), а։ —~—֊—- = а, ———- (24) 

(?(р * оф
Решение задачи Дирихле для полного составного конуса ищем н виде 

двойного ряда Фурье

и(р,0,ф) = £ У '' А' (| * • Р-и‘' (СОЯ0)Ф (ф) (25|

UI pro

где и v.(. являются неотрицательными корнями уравнений 

|(р։+ф2=7С)

a0sinpp<p. -со.чц/р, ‘ sinu/p2 -cosu/p, - 0 Р. (cos0 (26) 

а функции Фр(о) имеют вид (при cosup<p. * 0 к - 1.2 ;

cosp (p^COSU ф, (0<(р<ф,)
*А(ф)= / ч / \ Г/:?|созцгф, -сояиДп-ф) (<pt <ф<я)

2sJ, ֊ а։<р։ cos2 црф2 +a,cp, cos՜ (/» = 0.1,2,...)

"'•/ . v sin0 • J/fH,'(cosO. )
= |(pv‘ (cosO)| sin0t/0= - ■ P, ”՛ (cos(-)(.,)•

11



В частном случае, когда <р1=ф2=0.5я, для функций Ф„(<р) будем 

иметь
[со5Ц,ф. (н„=2р)

е,Ф,(ф) = < ,------- . , 4к;, = (а1+а,)я |28|
^а,а2р0(ф)со811;><р (р, = 2р֊1)

Функции Фр(ф) ортогональны на интервале [0, тс] с весом р0(<р)

г <Х> (0 < Ф < ф.)|ро(ф)Фд(ф)Ф*(фМф = 64,. Р(<Р) = ‘( ■ (29)
о [а2 (<р, <ф<я)

Аналогичным образом для определения функций А\„(р) получим 

дифференциальное уравнение (17). где

A,(p) = ^(P) + sinÔû- ՛՛■ 1г " ■
]«|(р.ф)р0(ф)Ф>(ф)^Ф

А о
ôa я

&tp(P)= J ]С(р,0,ф)-^."Чсо89)81п9-рй(ср)ФД<р)^0^(р (30)
о о

Qbz

Д, = } )-/<.;՛■ (cosO)sin() р։>(ф)<1>л.(ф)г7е^;р
а о

Решение уравнения 117) при обозначениях (30) дается формулой (18) 
Окончательное решение задачи Дирихле определяется формулами |25) 
(17) и (30).
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