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.About a Method of Analysis of Strains in Trusses

I Ipe.vwjraercn новый мстил определения усилий в стержнях фермы Ферма ноже? быть 
как внешне, так и внутренне статически неопределимой

1. Введение.
При использовании принципа наименьшей работы в практических 

расчетах ферм порядок действии следующий |2|.Выбирают основную 
систему и составляю! общее выражение потенциальной энергии системы. 
Далее, взяв по неизвестным усилиям от потенциальной энергии частные 
производные, находят канонические уравнения. Как сказано в |2| такой 
прием расчета в практике распространения ։։с имеет, так как вышеука­
занный метод нахождения канонических уравнений сложен.

В данной работе, принимая во внимание, что потенциальная энергия 
деформации является однородной функцией второй степени усилий и. 
исходя из принципа наименьшей рабогы[3], задач) об определении уси­
лий в >ле ментах сташчески неопределимой фермы сводим к задаче вы­
пуклого кнадраIичного программирования. При таком подходе нахожде­
ния канонических уравнений не требуется, что облегчает решение задачи.

2. Задача об определении усилий в элементах статически 
неопределимой фермы.

Рассмотрим плоскую статически неопределимую ферму Ферма имеет 
К узлов, П &2К-3 элементов (стержней) и п, г 3 связей. Очевидно, 

что ферма внешне статически определима, если п =3, и внутренне 
статически определима, если п -2К-3. Усилия в стержнях обозначим 

через S rS.....,.S„ , а через R}. R^...,R„ —опорные реакции. Из этих 

неизвестных .величин составим век горы-столбцы 5 = )' и

Выделим сечениями все А узлы и составим условия их равновесия 
под действием внешних нагрузок (опорных реакций) и усилий в 
рассеченных стержнях. Эти условия разделим на две части Часть из них 
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составляют те условия, которые содержат опорные реакции, а другая не 
содержит опорных реакций Первая из этих частей имеет следующий вид:

К-45 |1)
а другая соответственно:

45-Г _ _ _ <21
Здесь .4 = (4,. А,,..,. Ая) и .4 = (А,. А......,4„ ) — матрицы, где

л,-(а,,.а,,.... а.,у. А, -(й, .а......а.,)' >. /’-(ЕЖ..... /•„)'

векторы-столбцы, ;СЛ’-{1.2.... /»}, /, 6N.«{I.2..... и,} . /н = 2А'-л,
Сжатые стержни могут потерять устойчивость, при которой они 

выбывают из работы непосредственно после возникновения в них 
критического напряжения Исходя из этого, имеем

5 г Р (3)
где Р “ (/’./'.... /’ )՛ вектор критических сил стержней /ЕЛ՜ .

Составим выражение потенциальной энергии
ii-^dS՝!2 (41

где z/։ — податливость стержней /GA
Таким образом, если исходить из принципе наименьшей работы, 

рассматриваемая задача об определении усилий в элементах статически 
неопределимой фермы с учетом потерь устойчивости сжатых стержней 
сводится к следующей чадаче зьшуклиги квадратичном> про։ раммйро- 
вания:

Л
min{ V</5: 2|AS֊f S։P) I5(

Обозначим
X-S-P 16)

тогда уравнение (2) и соотношение (3i соответственно перепишутся в виде
A.Y = В (7)
Д'* 0 |8)

Здесь Л’=(л*].л\......v„) B = (h..b...... Ь„У и B=F—AP (9)
Подставляя полученное из равенства |6) значение вектора 5 в 

выражение потенциальной энергии (4) и пренебрегая постоянным 
слагаемым, находим

Q-C’X+ ՛ АГ'ОХ (10|
т л*

где ('-(г։.с, t*n)Z I) — диагональная матрица H-oiu порядка с

диагональными элементами d . JE.X При этом имеем

г։ » d ,Р :, d « d, . /С A’ |ll)
С учетом соотношений 17| 181 и 110) з<ь\ача ( jl перепишется в виде

min{C' X + i .Г DX | . LY - В. X 0} 112)
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3. Алгоритм решения.
Для решения задачи (12) используем некоторую модификацию 

алгоритма. полученного на основе физической модели задач 
квадратичного программирования |1|. Рассмотрим его:

Пулевой шаг: принимаем
Л'<0> = Л' ; В'п> = Г (13)

л находим обратную матрицу С՜' Здесь, <71( = А!) '.-V .
.Алгоритм определения обратной матрицы б’,,'՜ рассмотрим в пункте 4 

данной работы.
В дальнейшем вычисления аналогичны вычислениям в к —ом шаге. 

На этом шаге предполагаются заданными множество .-V А 1 матрица 
и векторы &*>. х«} и ■.... л.;!Г

Обозначим количество элементов множества А'՜՝*1 через нК} . п 
зависимости оз значения которого рассмотрим два возможных варианта.

Вариант I, Пусть //' ''> 2К - 3. Предположим, что имени место 
следующие соотношения:

.v'f'=0, ;e.v\.'V’A>, и/А)=о, р4)

Находим вектор 7. "'՝ и ненулевые компоненты векторов .¥'л' и VV'՜' 
по формулам

z'։i-g։-'b“’ usi
X1'’ =</;'(4'Z<k|-c,.),;eW'<) (16)

w'“ =с.-А:гт,)е.Ы\Ы,к> (17)
На основе этих величин составим множества

{2՝‘’ = {./e.v'x'|x"’<0} (ia,

я<*'-{/е;у\лг(**|и^><ф (i9i
и рассмотрим следующие возможные случаи:

1.1 (J ' Е0 и Тогда вектор X ‘ является решением задачи
(12).

1.2 '2 О'՝ (£0 и R ''сО, Находим элемент ио критерии!
х‘А) = т։п{х(/'} (20)

лл? ՛
и формируем множество

(21)
в соответствии с которым последовательно находим |1);

А, =<Л,.в!А-п 122)

й&-с*Ч (231

2= «А'5,)' (24)

«Г1’ = +тда !'ew- (23)

1.3 '. R“’у 0. Находим элемент р по критерию
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= min{K։<*4 (26 J

и формируем множество
Л'^' = .V(A,U{p} 1271

в соответствии с которым последовательно находим векторы /7' ‘Ь,,,

число Тр и матрицу (7. по формулам |2):

.4,=<ЛР.«'" = В(։>+<'Л 1281

S^G-'Ap (29)

Л=(<-^5,)՛ I30'

<р> - g(,*’ ֊т„ед, iем, /ем (з։։
По аналогичным формулам (15) , 117| и (19) формируем множество 

и , если оно пусто, то переходим к к + 1-ому шагу, и в проливном 
случае повторяем действия этого пункта. Как следует из соотношения 
(27), количество элементов множества Л'' Л՜,.՝ уменьшается, поэтому 

сделав не больше п-п" И шагов, приходим к случаю, когда множес тво 
становится пустым.

Таким образом, при переходе от А'-го к (к +1) -ому шагу или 
приходим к случаю 1.1' , при котором получаем решение задачи (12), или 
приходим к варианту 2, при копиром количество элементов множества 
Л " ' становится равным 2К — 3 и Е СО.

Перейдем к рассмотрению этого варианта.
Вариант 2. Пусть п'" = 2К -3. Здесь возможны два случая:
2.1 . Пусть (/'СО . Тогдавектор .X՛ является решением задачи 

(12).
2.2 '. Пусть (Л''£й .Тогда задача (12) неразрешима.

4. Алгоритм определения обратной матрицы.
Алгоритм определения обрат ной матрицы (г состоит из двух этапов 

|1].
Первый этап. Нулевой шаг: принимаем

<7(;’ = Е,р = 1 (32)

где Е = (Е,.Е...... Ег. ) —единичная матрица порядка т.
В дальнейшем вычисления аналогичны вычислениям в А-ом шаге. 

Поэтому перейдем неносродственно к рассмотрению к -ого шага. 
Зафиксируем некоторый элемент рЕЛ''. в соответствии с которым 

последовательно находим векторы $[,. число и матрицу СЛ . пи 
формулам (28) —(3!) :
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Эти вычисления повторяем п раз для всех векторов
Второй этап. Нулевой шаг: принимаем

Сп՜’ = б;1 (33)
Перейдем непосредственно к рассмотрению к ого шага. Зафикси­

руем некоторый элемент е/ЕА/ , в соответствии с которым последова­

тельно находим векторы Л'՜', 5։/, число Г; и матрицу пр формулам

Д-Д. В՝‘։=В(‘։ 134)
и формулам (23| -(25).

Эти вычисления повторяем ??/ раз для всех векторов Е.л£.М При 
<у = т получим

<?‘=^ (351
5. Примеры.
Задача 1. Требуется найти опорные реакции и усилия в элементах, 

изображенной на фиг. I, статически неопределимой фермы с учетом 
потерь устойчивости ее сжатых стержней Площади поперечных сечений 
и материалы всех »ле.ментов одинаковы. Стержни 5 и 6, а также 10 и II, 
общего узла не имени. Стержни изготовлены из стальных швеллеров 
номер 8.

Выделим сечениями все 6 узлов и составим условия их равновесия. 
Тогда для уравнений (2) получаем следующую матрицу коэффициентов
неизвестных:

•I 
о 
о

о 
о 
о 
о

о о
-1 о
о о
О -1

I о
о о
О ()
о о

О -0,6 о
0 -0,8 О
-I -0,8 0
0 0 -0.6
0 0 -0.8
0 0 0
0 0 0
0 0-1

0 
0 
0 
0
I 
о 
о 
о

0 0 0 0
0 0 0 0
0 I 0 0,8
0 0 -0.6 о
0 0 0.8 0
О -I -0,8 0
•1 О 0 -0,6
ООО -0.8

<1 дхя уравнений (I)—следующую:
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1 0 0 0 0 0.6 0 0 0 0 0
А = 0 0 0 1 0 0,8 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0,6 0 0 0 0 0 0,6
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0.6 0

Для вектора свободных членов уравнения (2). а также для вектора В
из равенстве (9) получаем

Г = (1():0:0:1();0:():10;1С))г
Жесткости всех стержней примем равными 1. Имеем следующие 

знамения податливост и
d = dy = Հտ = 3; d2 = = d֊, = d.t = 4; ԺՀ = dh = dM = d. - 5
По формуле Эйлера для сжатого стержня с шарнирно-опертыми 

коннами [2). находим компоненты вектора критических сил, имеем
Р = (-19,6;-Н;-19,6;-1 Г.-7;-7;-11;-19,6;-1է-7;֊7)'
С учетом связей (II), находим:
С = (-5§,8;֊44;-58,8;-44;-35;-35;-44;-58,8;-44;-35;-35)г

н гем самым заканчиваем формирование задачи квадратичного 
программирования. Перейдем к решению этой задачи.

Нулевой шаг: принимаем
/V(i>) = .V = {1,2,....!1} и 13'"' = Л .

Определяем обратную матрицу (ր՜Հ, используя приведенный в пункте 
4 алгоритм определения обратной матрицы. Далее, ио формулам J7J и 
Il8) последовательно находим векторы

Z|0> =(28,17; -32,9(1; 18,14; 17,41; 29,64:17.61; 17,67; 47,714/
X' '՝ = (10,21; 1 ԱՏԷ 13,80; 6,465; 5,982; 0,1687; 6,481:13,71;11.13;6,84:0,1481)՛՜

Так как в нулевом шаге Ж' 1 = (0.0,0,ОД0,0,0,0)“ '. то вектор 
является решением задачи (12).

По формулам (6) и (I) находим векторы
5 - (-9.389:0.8148:-5.802:-4.535:֊ 1.018; ֊ь.Н32:-45 18;-5.889;0.1317>0,1646;-6^518)’ 
R - (-13,49: - К): -10.53;-5,988)'

Задача 2. Решим предыдущую задачу при Г = 20 Тс .
Нулевой шаг: Здесь /■'= (20:0:0:20:0:0;20120)’ По формулам (15), 116) 

находим векторы
Z °' = (56.33; ֊65,80; 36.28; 34.81: 59.28; 35,23: 35.33; 95.428)'
Հ;,|) = (0.8222; 12,63; 7,995; 1.93:4.963;-6,662:1,963;7,822:11,26:6.671; - 6.704)' 
гак как вектор Х'01 содержит отрицательные компоненты, то но 
критерию (20) находим г/ = 11 и переходим к следующему шагу.

Первый шаг: По формулам (22) - (25| но следовательно находим
Â . = (();():0.16:0;0:0:-0.12;-0.16)' = (20:0Л6:20;0:0:15.8:14,4)'11

5П =(֊0,0486; 0.1065; 0,0988: 0:-0.1929; ֊0.1597:-0.4769)' 
Т.} =6,671.
По формулам (15), (16) находим векторы
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Z‘" = (60,01;-73.84:28,82; 34,81; 73,85; 35,23: 47,4:131,5)'
Xх =(-0.4019; 11,0; 7,995; 3,795; 7,003; - 8,994: - 3,4; 3,8:9,398:9,004; О)՛’ 
Так как вектор Д'"' содержит отрицательные компоненты, то но 
критерию (20) находим а = 6 и переходим к следующему шагу.

Второй шаг: По формулам (22) —(25) и (15) (16) последовательно 
находим
Л. =(0;0Д-0,12;чиб;0;0:())'.В(2) =(2(WA6;15,8;-5,6;0;15,8;14,4)('՛.

5, - (-0,07246; 0.535;-0.2290: -0,1875; -0.6638; -0.3292;0;-0.6638)г

Т6 = 13.97
Z'՜’ =(69.11:֊ 141.1: 57,6; 58,09; 157,3;76.6; 47.4; 214.9)’
Х(’> =(-3,4375:6,95;0,2375:-3,4;12.0625;();-3,4;3,8;б,25;12,9375;0)г

Так как п(՜ = 7 - 2К -3, то находим вектор 
И'1’* = ((); 0; 0; (): 125.7: 0: 0: 0: 0: 119,3)' .

Так как вектор И'"՜' не содержит отрицательных компонентов, а 
вектор %' ’содержит, то задача 2 не имеет решения (стержни 1, 6 и 11 
потеряют устойчивость).
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