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1Լ Ա.Հա[ւությու6յաճ
Ամրապնդվող բաղադրյալ կոնական խողովակների րսրումներր

ւկխատանրում ուսումնասիրվում է աստիճանային որևնթով ամրապնդվող նյութից թաղկացած 
քսւդսւդրյսդ կոնական խողովակի լարվածային վիճակը. որը գտնվում Լ միաժամանակ ազդող 
հուվւսսարաշափ բաշխված ներքին և արտաքին նորմալ ե շոշափող ուժերի ազդեցության տակ: Խնդրի 
լ»ծուսր հանդամ I երկու սովորական ո; - գծային դիֆերենցիալ հավասարումներից կազմված 
համակարգի (ածմանը համապատասխան եզրային և կոնտակտային պայմաններով: Գծային - 
«աաձզական խողովակների համար, շոշափող ուժերի բացակայության դեպքում կսաացված են 
(օրանների գրաֆիկները:

Տ. A. Harulunyan
Stresses in hardening compound conical tubes

В работ«? рассматривается калрожеаиог сы гояннс составной коя и՛։« -икон труб։.: и? 
мпимпяюшихся по степенному закону материалов находящейся под соимесгным дейс пнем 
внутрешшх и внешних равномерно распределенных । ирмалыпах и продольных касательных 

ДОД Решение задачи сводится к определению пеи.июстных функций из системы, соскжшей 
мз дну* обыкновенных нелинейных дифференциальных уравнений при соответствующих 
гранично контактных условиях При отсутствии касательных сил, &\я линейного материала 
построены графики напряжений

Рассматривается напряженное состояние составной конической 
трубы из упрочняющихся по степенному закону материалов, находящейся 
под совместным действием внутренних и внешних равномерно 
распределенных нормальных и продольных касательных сил (Фиг. 1).

1. Исходные уравнения и граничные условия.
Поставленная задача рассмат

ривается в сферической системе 
координат в предположении, что 
трубы имеют общую вершину, 
причем для внутренней трубы 
а 0 р, а внешней - р < 0 < у 
Поверхность 0 = р является кони
ческой, где выполняются условия 
непрерывности перемощений и и

V,, а также нормальных и продоль

ных касательных напряжений СТ^ 

И Тн»,.
Учитывая законы упрочнения 
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груб, зависимости между интенсивностями напряжений и деформаций 
примем в форме

= * С •

где Л, и fu, —известные параметры, определяемые из экспериментов. 

Индекс i = I относится к внутренней, a i = 2 - к внешней трубе. Далее, 
используя осссимметричность деформирования труб, имеем

Ц,( -«Oi)2 + (<*,, -Ow)2 +(О։/-*’„)■
VO

+ (Е„, ֊ )’ + (Е։1. - Е„)3 + 6-^

Компоненты напряжений в каждой трубе удовлетвори юз
дифференциальным уравнениям равновесия

“■ + ֊ • + ֊ (2а„ ֊ а„ - а„, + T,„..ctgf>) = О
dr г 60 г

- [(O<s - о,<W’+Зт™,]=0
аг г <ю г

При этом зависимость между компонентами напряжений и 
деформаций предсташггся в следующем виде:

®rf -о, - • о„ -с, “ 2*Л՝%

о„. ֊ », = 2*,
а между компонентами деформаций и перемещений имеет вид

du и, I d\\ dvt v । dut
ЕЛ = ~ 1 Л = ■*■ .... ' ^Y/Н| “ ...уdr г г 6() г/г Г Г дв

W, v. Л
f., =■— •

г г
Тогда, условие- несжимаемости Еп- +.Еф + =0 будет

(и. г2 sin в)- — (v rsin О) = 0
dr эе ՝ '

Решение задачи определяется при следующих граничных условиях:
= г(11=<7.. "Ри 0»а, у (2)

р. и с/.—заданные значения сил не поверхности 6 = U, a p:.z/? — на 
поверхности 0 - у.

2. Представление решения. Вводя функцию перемещения Ф.(г.О) к 
форме

1 6Ф. 1 6Ф;
и = —------------- - . V -- ------------------ -

г՜ sin 0 60 г sin 0 дг
и полагая Ф; = г' /.(O)sinO, д\я перемещения будем иметь

ц, = г(//+ /г^6). v( = -3г/; (3)
Тогда компоненты деформаций представятся в виде

31



Е„ = Л'+ = -2/7 + /;с[ё9

^ = <-2/^6. 2?«„ = (/>. /№>)
Для интенсивности деформаций получаем

е» = у(/7+ /№()) * - /7/Д8° + /։2с1я2о) (4|
а выражения для компоненты напряжений преобразуются к виду

а„ ~ап + 6*։£Х։. о.-о»+М,(/'-
, ? <5>

-*,(/,'+ Л««м)х,
где обозначено

I /** \*Л։| *

х. = у (// + /• с^,н) +12( /',՛' - /7/л^0 + ?о)
Подставляя выражения для компонент напряжений (5) сначала

(61

во
второе, а затем в первое дифференциальное уравнение равновесия (11 и 
интегрируя при граничных условиях (21. приходим к следующим 
выражениям для напряжении:

ам = -р, - з^сдол х, (ад։
7

о„, = -р, -3*.уо.(())Х.(())</() 
О

а$()$[3.

(7) 

а $; 0 £ |3.

где

Й = (/7 * /, с1^°) - 2(/7~ /’ с^0)с‘^Н (8|
и к следующей системе дифференциальных уравнений:

(/:’+ /. с/"()) Хл 0 + 6 (/' 85п 0) X, = 0

Используя условия непрерывности перемещений 
контактной поверхности 0 = |։ из (3) получаем

/,(Р) = А(Р), А'(Р) = А(Р)

<91

и V на

(101

и

а из условия непрерывности нормального напияженим имеем 
11 7

р, - р2 + ЗА'։ДАХ.г/О + 3/с2уО.X.<Н) = 0 1111
о Г>

Подставляя граничные условия (2) в выражение (5) для касаге.льного 
напряжения, получаем

Х1(^)(/:'+/։^0)'-и =С]./кл

Условие непрерывности для этого же напряжения на контактной 
поверхности будет

(//+ /1с1ёе)Х1 = ^(/' + при ()»р (13) 

где 6 = к:/к} .
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Таким образом, решение задачи определения напряженного состоя
ния составной конической трубы сводится к определению функции /.(9) 

и / /В) из системы (9), состоящей из двух обыкновенных нелинейных 
дифференциальных уравнений при гранично-контактных условиях (10) - 
(13) В общем случае решение этой системы уравнений можно получить, 
например, методами Галеркинд или Ритца.

Рассмотрим частный случай задачи, для которою получено 
аналитическое решение путем сведения к уравнению Лежандра.

3. Линейно-упругие материалы. Исследуется составная коническая 
труба из линейно-упругих материалов, находящаяся г.од совместным 
действием равномерно-распределенных нормальных и касательных сил на 
внутренней и внешней конических поверхностях.

Полагая гп, = - 1, получаем X,»!, тогда система дифферен
циальных уравнений (9) примет следующий вид:

[( /'.' + /’,ctg0)'sin о] + 6(/’; sin В)' = 0 (/ = 1,2) (14)

Вводя новую функцию 1|\.(0)

гр,. =^—(/,sine)' (15)
sin 6

систему дифференциальных уравнений (141 сведем к следующему виду:
4’ ' + ’PX’tgû + 6ф, ■ 0 (16)

Затем, вводя функцию
iMü) = 4',(x)

где .V = cost), из (16) приходим к уравнению Лежандра [4] 
(1-х2)ф’-2хФ,ЧбФ, =0 

общее pet пение которого представится в виде
Ф. = МгР,(х) + ЛгЯ,(х) 117)

где Л/ и Л’՛,—произвольные постоянные, а Л(л՜) и (л՜)—сферические 
функции Лежандра первого и второго род« второго порядка, причем

х 1 ’ 14 /֊,/•. Зх2-1 1 + х Зх
/’,(%)= (Зх -1), С2(л-) = —-—In---------

2 4 1-х 2
Детерминант Вронского рассматриваемого уравнения будет

1-х
В силу (15) напряжения О,(1 из (7) определяются соотношениями 

а
» ֊A ֊3A',[ipl(0)-i‘i.(a)]+6Z:JJ(i1i, - 2/;ctg9)^(k/0, 

\ (18)

û
Используя условие непрерывности v, на контактной поверхности, 

т.е. /.((5), из 115) определяем
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/,(0)-—— ֊—f4>iSin<W0 as6sf5
6sin0 sin(P, 

n л 1
Л(в) =• —— + ֊֊ p2sin 0 JO 0 s e 5 у

6 sin и sin о-'

где А — произвольная постоянная интегрирования.
Из условия непрерывности //, на поверхности 0 - |3 получаем

л'Ф)=/да
Тогда в соответствии с (15) имеем

Ч’,(Р) = Ч|2(Р) (20|
Граничные: условия для касательного напряжения (12| будут

Н>;(«) = ֊-՛ Ч4(у)-^ <211
к։ к2

Условие непрерывности на поверхности (1=|3 этого же напряжения 
будет

1?;(р) = д^',(Р) |2'4

Неизвестные постоянные /V/ и Л1’, определяются из гранично- 
контактных условии (20) —(22)

Л7 }К (cos a) + A.(J: (cos a) = <1:
A1 sin a

M ,/J,'(COSy) 4- (cosy) = - —СЦ— (231
x, sin у

(M. - 6 M л) / <’ (cosP) - C’S - & vK?: (cos0) = 0

(M -A/?.)P,(cosp) ֊ (Ar( .V )Cycosp) = 0

Оставшуюся единственную неизвестную постоянную А определяем 
из условия непрерывности напряжений ։181 на контактной поверхности 
0 = р ;

р( +3A'..[ii’.(p)-ip,(ct)j-6A- pip,

[ * Г l24)
= Р3 -3<4ip2(Y)֊ «P2(w]+ ^jT(v2 -

n
Подставляя выражения /(0) из (19) в (24) и преобразуя двойные 

интегралы с помощью интегрирования по частям
р 2 р . . |5_rcos U _ ... i cosa , a\r . .. ...

2f—т—JOfip! sin= i - -֊ + lnlg fip. sin (h/0 -
J sin՜’ 0 < \ sin՜ a " 2 Ja ft \ / a

'ri COSH . H\
- Г —— 4֊ in ig- ip. sin

4՛ sin’O ‘ 2)
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-ГСС^Г֊ 'ЛЭрР мп0 СО* 1 + 1п »§ ± | (\р, ят0</0 +
•{мп 0 •{ • ^нгу 2^ -

։ С05 О

I .МП* 0
I;'- кт 0г/0

ПОЛуЧНСМ
Р 4 ”
/(Ч>1 ֊ 2/’1С1§0)С1§0б/Н = - — Д((0) хр^п^/О

(25)
|(Ч’- - 2/,^Н)с1§Об/0 = -у-д2(р) + уц>ло//0 

где введены следующие обозначения:

Д,(0) =
сока сок В

кт՜« к)п О
("0/2 соя0 соку , (су/2

-1п—------ , А.(0) =------ ;------------/֊֊|п—----
tga/2 ч1п’Н К1п у (§0/2

(О, (0) = с7§0 - Д ։ (0)к)п 0, ш,(0) = п#0 - Д,(8)кп։ 0 
Учитывая соотношения (25), из (24) находим

д _ З^Л| -ьЗАЛ2-(р, - рг) 

М:Ф) ♦ Л,Д3(0)
где

/.,
₽ ?

2/- [ц>,(|5) - ф,(а)]. /. .= 2рр ,,,м/0 - [у. (у) - у . (|3)] 

о А

В час։ном случае, при агсугсчвии касательных сил, : .е. (/. = г/ =0, из 
(23) падучим однородную систему уравнений, из которой следу<г։՛. что 
А/, = Л, = 0. откуда получим 1р,(0) = ф,(Н) = 0 .

Из 118) находим
II

^.<1 - - Ру - ։ 2^0 6/0 а 5 0 $ {■$

°т (26)

°.12 = -Рг ’ 12^ Ас/^20б/0 |3 0 < у

Далее, из (19| определяя /,(0)= Л(0) = ——.
651П О

гле Лв----------М-------
М.ф) + А?Д2(р) 

и надставляя в (26), имеем
-л, (р,-р.)д,(Н)

Л Д,(₽) + 6Д3(Р)

О =_,) (р, -Р?)ЬД:(О) 
л,(р), 6Д,(Р)

а 0 5 р

р £ 0 £ у
127)
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Ил (5) получаем
2(Р;֊Р.) СО$0 

°՜' °1’"' ' Л,(р) + 6Д,ф)яп Н

а _о +
” Д.ф) + М.ф)япг О 

“ 0

128)

4. Численный пример. При шачениях пароме։ ров р, »0, Л» 2
Ц л Л л

(1 ■—, р" - . У " ~ Н<1 фш !՛■ ф ■:՛•֊՛. ՝ I./՛ и <28 и՛- роОНЫ
12 6 4

Трафики напряжений (<1’ - о р)

Заметим, что напряженнее состояние для однородной конической 
трубы из упрочняющихся материалов рассмотрено в |3|.

Автор благодарит акал М А Зодояна за помощь в постановке задачи 
и полезные советы
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