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I, .!и. Ч րիղորյան, Ա.Վ.է1երորյաէյ, U Ս.Շահիեյա1ւ
երկու վերջավոր ստրիեդեր1ւերով կւփէոակտային խնդիր անվերտ» սափ համար, երր նրանցից մհկր 

սոսնձված I նրան. իսկ մյւսսր գտնվում Լ իդեալական կոնտակտի й1.$»

Դիտարկված է խնդիր անվերս աւււսձղական սափ համար, որի մակերևա-րին կաս երկու վերջավոր 
ււարիՍցևրհեյՀ էւրոսցից մեկր սոսնձված I սափն, իսկ մյուսի սրա հետ գտնվում I իդեա|ւսկս; : կոնտակտի 
nLÿ: Սսւրինկերներո q տիվում ես մի ուղղի վյւա և ղեֆորմոպիայի ես եերարկվււէս Արանս ծայրերում 
կիրաոված հորիղոնական ուժերի սպւյեղուրրա: սոսկ:

1սմ|||ւի ւուծումո հանգեցված 1 է.րկրււրդ սեոի իետեդյա-հասրահււօվակաււ հավասարումների 
Խսմակայպի լուծմաս: (Տրոշւիսծ ե!ւ խնկիին րսորոշ պարամետրերի փոփոխման այն ւոիրույրէւերլւ. որոնց 
կեպիում այդ հավասարումների համւսկարդր րո։ ,ւ է սաղիս մշդրիտ րոՕում՜

r.Kh. Grignryan, ЛЛ. Kerubyun, S.S- Xhahinyan
I ht contin t probk-ni loi ihr. infinite plate with two finite stringers one from which b glued other is ideal 

conducted

Puts %штрн։шстгя одно M« бесконечной пластины, па поверх nocui которой н.1 ходя Ti r 
лит. конечных стрингера. один аз которых приклеен к пластине и лрунш находите < нои и 
одлальпич контакте Стрингеры находя <я на одной линии. Задача сводится к решению 
■ HCTPMi.t HiiTnrpo .i.’.icijptiH'iecxHX '/равнений второго рода, Онредсляготся области изменения 
характерных параметров задачи при которых эти с։։< тема yp.iiiit.-iniw допускает Töhtroe 
|.հ՛ in сине.

Конмктная задача для пластины в случае одного приклеенного с ней 
стрингера Конечной мины разными подходами была рассмотр<?на н 
работах (1-3]

Пусть бесконечная пластина на своей поверхности содержи, два 
стритера. один из которых склеен с ней, а другой Находится с ней у 
идеальном контакте Стрингер, приклеенный к пластине, занимаем область 
Ь < л՜ < с , а другой —область - а < л՜ < а I Ь > а >. Пластина деформирует­
ся под действием горизонтальных сил О и /’, приложенных на копнах 
стрингеров д՜ = а и л՜ = с соответственно. Относитсльни стрингеров 
принимается модель контакта по линии, т. е. допхткается, что контактные 
силы сосредоточены по длине средней .линии контактных участков, а 
<7П10ситрл1.н£> пластины полагается, что зо время дефор.мации она 
находился в условии обобщенного плоского напряженного состояния.

Согласно вышечжазанному, будем иметь
\ <՛

I-С P(\)ds In

-А4дЕ7



где И,(л.0) - горнзонтальные перемещения ючск пхаетины при У = О 
Р(л-)=Л(л-) т(х) — касательные контактные напряжения при -а < х < а , 

с! -ширина стрингера; 4/(л) =//,т։(х). т։ (х) — касательные контактные 

напряжения при с; б/։—ширина второго стрингера; ( -
произвольная постоянная; Е - модуль упругости пластины: I толщина 
пластины; V - коэффициент Пуассона материала пластины.

Здесь, при -а £ х £ а условие контакта будет:
4м,(х,0) </м.(х) ...
—г _а х 5 а (2)

с1х с!х
где //։(х) —перемещения точек стрингера.

В случае Ь^Х£С, полагая. что дифференциальный элемент слоя 
клея находится в условии чисток» сдвига |1]. получим

м,”,(х)-м7(х,0) = ух(х)ц1 ^(х) = ^т։(х)«£/,6’уА(х). Ь&х^с (3| 

где п' !(х) — перемещения точек второго стрингере, у. (л) деформация 

сдвига клея, С7 —модуль сдвига ма териала клея. 1] — толщина слоя клея.
Относительно ст рингера будем иметь

1 , ч ,—Ц- = —-</(л-) />£№<-• |4)
ах Е}А}

где Е.~ модуль упругости стрингера. .4. - площадь поперечного сечения 
стрингера.

Теперь, имея в виду, что (л՜)-//.(л՜.(!)]<////Ц . сеяла՝-но 4)

получим

- --- - а՜»;՛ (л)= -а’ц.(х.О) Ь&х^с (5)
с1х'

где а՝ = dfi/x\E.A}
Здесь должны иметь место и ։раничные условия

= 0,
л - 6

аи;"(л) р

dx dx .... ЕЛ
Решение граничной задачи (5), (6) ищем в виде 

и '*(х)= C։chux ~ Qshax + w0(x). b s л с

1'6«

где w0(x) является частным решением уравнения (5) при ну левых гранич­

ных условиях:

=0 
dx , clx

i! определяется в виде

п0 (х) = а ՝ J' К (х, s )и: (л, 0 )d s 
ь

где
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где

К(х,з) = 1 сЪа(х ֊ с)сЬсх(5 - Ь\

а51)[а(с - />)] с!)«(х - Ь)сИа(х ֊ с).

Очевидно, что К (л. л) непрерывная функция и К’(х.л) = /<(5.х).
Далее, удовлетворяя граничным условиям (6), получим:

г
«}°(х) = и^(х) + а2^К(хуз)и2(5,0)(1л . Ь * х с <7)

/’ сЬа(х - Ь) 

аЕ{Л^Ьа(с-Ь)

Теперь, имея в виду (3). из (7) получим 
с

•—</(х) + и: (х, ()) = а К (х, .у)/<, (.у. ())</5 + /<,'1 }(х). Л < л с (8) 
^/7 ,։

Дуя дальнезпиего заметим, что спектром симметричного оператора 

м (1՜ , 2.1) = -—- -г а /. областью определения которого являются дважды 
йх

непрерывно дифференцируемые функции, удовлетворяющие условиям 
=0, (с1и/(1х)х_ «0, являются собственные значения

= а ~ /Г л‘/(е - Ь)՜ (п = 0,1.2....). а соответствующими собственны 

ми функциями являются функции СОЯ|Лп(х -/>)] (л - 0. I. 2. ...)
С другой стороны, кик известно |4|, симметричный вполне 

непрерывный оператор .4 
е'

/Аф ֊ рА’(л\л)ф(д)г/л 
л

действующий в /..{/),<՝). является обратным оператором оператора I)

—------- - (Е = ———■——’сеж —-
с-Ь сг(с-Ь) + и я՜ с-Ь

(н = 0,1,2,...) (9)
со$[яя:(х-/>)/(с - Л)| (// = 0,1, 2....) образуют полную

ортогональную систему в с).

Далее, подставляя м.(х. ()) из (1) к (8), получим

Это означает, что

^А.'(х.5')сО8

Очевидно, что
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где у' = Gd.a (1 + vХЗ-v)/4»|/?z.
Посте замены X на ах. S на as. т на ОТ уравнение (10) запишется 

в виде
• л Г? 1

P(/rt)rfr - —— J К (ах. as )Jln ------ । P(ax)dx ds +

»։। Pj । 2 Px Pj
y2 -Jin |------j-g(or)c/T----— a5)pn

2,. * ■■■q(ax)dxds dfi

П

era
₽.•
J7C (ox, as )•</$- I
К

где р, =Ь/а. Р2 = с/а.
Если теперь учесть равенство (9):
₽: , 1 
[К (ах. as)ds « ~ - 
J era

!12|

то правая часть (11) обратится к нуль, и ттмда уравнение (11| запишется в 
виде
Ж
</(ах) + y2Jn(x. x)q(ax\dx y'Jnfx-,x}p(ax)dx = q ,(ах) p. < x s p (13)

|:Fi 4
где

--r Lx 1 1 ’ 1П(х. t) = - In т------ - - era f К (ax. as)In;----- , d\
Ц |x֊x| J

d.(jur(ax)fa

Заметим, что (/0(лх) — контактные силы в случае жесткой пластины

1т. с. при Е -* ос ). 
Очевидно, что

Pi р
р/„(«х)Л = -~ . Z = p,-p, (14)

Выше при получении (13) был изменен порядок интегрирования в 
(11). законность которой.) следует из теоремы Фубини [4).

В дальнейшем мы часто будем пользоваться теоремой Фубини, особо
не отмечая об этом.

Отметим, что при 
условием равновесия

выводе уравнения (13) мы нигде не пользовались

р 
f (/(ax)dv = у- (15)

Условие (15) в уравнении (13) выполняется автоматически, поскольку 
имеет место равенство (14). Действительно, если интегрировать уравнение 
(13) в пределах от р до р->, получим

Г
Л

0» \/
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I'.’ •Ъ/Э?
(' ('П(х, т)</((7т)г/т ^л =у р1(х, т)<1х <?(ат)б/г =

поскольку, согласно (12)
Л։
уп(л.тМд=0
>(

чю и показывает вышесказанное убеждение.
Отметим что из (13) следует, что б/(ол') в точках

Ерйнимает конечные значения.
Теперь приступим к условию контакта 12). В этом случае 

дифференциальное уравнение равновесия стрингера будет иметь вид:

— ՛"֊ = —— £/’(л )</$, - а <. х |16|
• 2- —й'

при условии

(17)

где А\ - модуль упругости материала стрингера, А, площадь попереч­
ного сечения стрингера.

Тогда в силу |1|, |2) и (16), после замены х на ах, \ на аь. получим
1'1 1*1

— Г — Р(ах )Ж + - Г------£/(аз)Ж = л Гр(а\. -1< х< 1 118)
Л Л 5- .V 7Г^ 5-Х ‘ ф

где л = 4н£//£. А- (| + у)(3- V)
Здесь, интегралы в \евои части уравнения (18) понимаются в смысле 

главного значения по Коши
Далее, нискольку как известно (5), /'(>') при л՜ = ±<7 имееч корневую 

особенность, ищем ее в виде

/>(<«•)=у 1191
у!-х՜

где (л) = С(ж(нагссочл) мноючлены Чебышева первого рода |б).

Теперь, подставляя Р{^х) из 119) в ИЗ: и (18), известным способом 
получим

у2р!(л-, т>/(ат)г7т + у՜ 2 Хп=

= (1Лм)-гХп [, р։ < Л 5р2 
। VI-т*

18



x"+^i-x՛՛u՛՛՜՝- )v("՝)i/s ՝ ՛՛՛ SK՛ ՝x"=x x "“՛՛
(in = 1, 2....). -1<л<1

где в силу условия равновесия <17|. получим = (2/яд, а Кт и а/п 
имеют вид

<1- = гг.

-х- ип։^(х)йх

ds Um.Ax)dx, (w = l. 2,...).
1-5J

sin(z« arccos x)/arccosx —многочлены Чебышева второго
рола (6].

Выше имелось в виду что |5. 6]:
I л I T(s) . „ z ч

Я/2 п = т.

О п т

Далее, ввиду того, чти [6]

lrlu_2_^w 
п2, |a-֊t|Vi֊t

х >1. п = О

Г

X

2 Г С՛. I (л2'-'л՜ 1 п . л > 1, п = I. 2,...
X —$

после вычисления К։ , и а,и получим систему в виде:

*'1
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к*. = ~fu„, We (*)0 - «։ )dx 
л/г

am = ~ arccosл )\6 - л՜' О’ш_։ (x)dx , (т = I, 2....).

Для дальнейшего, систему интегро-алгебраических уравнений (20) 
запишем в операторном виде. Для этого рассмотрим банахово нростран- 

/(р(л*)\
ство В с элементами у = , где <р(х) принадлежи։ пространству

квадратично суммируемых функций ^(ßPß;). а 2 - пространству 
ограниченных последовательностей т . Введем операторы

Очевидно что оператор К.} действует в пространстве A2(ß։.ß ), а

/<22 - в пространстве ограниченных последовательностей т .

Операторы К.2 и К21 действуют следующим образом:
К,.:т К:!;Аг(р,.₽,)-»։.

После введения операторов (21), система интегро-алгебраических 
уравнений (201, запишется в виде

у-г5'у = .у„ (22)
где

5 =
( *ч

У~КгЛ v = (^ax\ v _ ]
я-kl

Очевидно, что оператор .S действует в пространстве В . Достаточным 
условием обратимости оператора I + S является условие 1|5;|<1 В таком 

случае, решение уфавнения |22| запишется к виде

>' = (/+5Г1Л,.2(-|)'5”>֊„
<•-11

Остаоуся определить, при каких значениях параметров задачи будет 
удовл<угворят1.ся условие |51;< I Д\я этого заметим, что

|5|| = тах{г(||ки||+||к|2|Мк;!||+х-|кй|)

'Значит условие |5 <1 будет ш.1 подняться если
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|2з»
Известно, что

1-2

ИМ Р рп:(х.т)^</г

Из (2)), с помощью неравенства Кон1и-Буняковского. получим

Тогда условия (23) будут выполнялся. если
(л - 2с - Х/б

<1х
К(ах,а.\)

7б 
у <-77-----

Как видно из выражений г и с., их трудно вычислиIь. но можно 

оценить конкретными числами Для > пи о сначала рассмотрим с, а затем 
вспомним формулу (9). откуда ясно, что СО$[я»л(а -р։)//1 (я։ = 0.1. 2,...) 

является полной ортогональной системой в Д,ф։тр,). Тогда, согласно 
равенству Парсеваля будем иметь

А ,, .

Р|
где

п = Г
I

<£г. (я/

Как ранее заметили. II,, « 0 С лруюй стороны, согласие» формуле |9|

П - 1
(х72

(I / -я/ л
Ч’-(т). (т

где

п 1Пп------- ,со$
Я1л(х-П,)1

/
Следовательно.
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& <17՜
2

/
У 2^\ агГ + >п я )

Но со։ ласно равенству Парсева.\я

X 9 /П:
2^;,(т)= ֊ рп:|л'-т|А֊֊2 рп|5-тр5

значит

М։ Р,/1Ч
1,22

с, < у р п ’ | л - т1 <7> 7т - /у У * п|л - т| ।
М. П«\Р| )

или более грубо
/М.-
у р1п |5-т|7л7т 

Л *'• 1
Поступая аналогичным образом, можно оцепить и с,. Окончательно 

получим

или грубо

</5

Теперь, поскольку [». = Ь/а . р, - с/« и приняв Ь = 2и, с = 4и , после 

вычисления соответствующих ин гегрнлов ддя сг с: и с. получим:

2.76. 0,26С1 < Рри ,5 ֊т| <А7т

«0.16

Тогда получим условия выполнения (23) в виде: у <0,32; 7. <0,7.
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