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Մ. Վ. Ավանյւսն, Ա. Հ. Բաբլոյան, Վ. Ս. Մակարյան 
Աոաձգականության տեսության առածիս հիմնական խնւյիբր 

բաղաղրյա] շրջանի համար
Դիտարկվում է երկու տարբեր նյութերից թաղկացած աւոսձզաէան շրջանի համար 

աոաջին հիսնական խնղիրր. երբ երկու բաւրալրխ նյութերն իրարից բաժանվում են երկու 
շառավիցներոփ Տարբեր նյութերի միջև տեղի ունի հարակցում առանց շվւմւսն:

Խնղրի րոծումր յուրաբանյար նյութի համար ներկայացվում Լ Ֆրորյևի Հարթի և ին
տեգրալների գումարի տեսքով: Շրջանի համաշափ բևոնավորման դեպքում անհայտ ц։։р- 
ծակիցների և խտությունների համար ոտացվե են գծային հանրահաշվական հավասա
րումների երկու անվերջ համակարգեր և մեկ ինտևգրա| հավասարում կիսաառանցրի վրա 
Ապացուցվում(է.որ այղ անվերջ համակարգեր՝։ փոկին ոեգոււյար են. 11.2]Խւաեակով սս։ա«վ'..| 
ես աւփմպւոուոիկ բանաձևեր Յոորյեի անհայտ գսրծակիցեերի և խտությունների համար 
Լարումների և տեղափոխումների որոշման համար աուսցվԵյ են հաշվարկային ւկարգ 
բանաձևեր:

М. V. Avanyan. А.Л. Babloyan, V.S. Makanan, 
The Kirst Basic Problem of the Thcorj Elasticity tor Compound Circle

Рассматривай;ся перваь зс;юв<։ая зада’и .тля упругого круга и глух различных 
макфииов. когда материалы разделены tpyi от Дру։а шумя радиусами Между ршшчными 
материалами имеет место контакт без трения.

Решймие задачи внутри к;։ж;’дп» матрня is прслстлнлястся к киче суммы lihiclрала и ряда 
Фурье. Для определения неизвестных хозффиинентоя и ir.ioruocTcii при симметричном 
нагружении круга получена савокупносп. двух бесконечных систем линейных алгебраических 
уравнений и одного интегральною уравнения на полуоси Доказывается, то >та совокупность 
уравнений вполне регулярна Методом |1. 2] получены асимптотические формулы для 
неизвестных коэффициентов н плотностей Фурье. Окончательно, решение представлено 
только интегралами Фурье

Известно, что плоская задача теории упругости сводится к определению
бигармонической функции Эри Ф(г.ф);

г = Re՜', 7*'(/.ф) = е"։Ф(г,ф). го напряжения 
функцию 7-՜ по формулам [3 6|

Если сделать замены

будут выражаться через

го.
di- г э2г ал а2/-՛

----- Հ + 7' 1 -  г---------, =-------  
ժզ?՜ tit-------------------ht

Формулы для перемещений мо։ут быт։, получены из закона 
(плоское напряженное состояние) путем интегрирования

Ezr=or -vac Лг, =п -vor, Gy,, =т,_

(О

I ука

(2)
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Фиг. I

Пусть упругий круг состоит из двух 
различных материалов к виде круговых 
секторов с упругими ПОСТОЯННЫМИ Е, V,, и 

углами растворов 20 соответственно 

(р = 1.2. 0! + 0, =л) (фи։. 1). Внешняя наг
рузка распределена симметрично относи । ель- 
но радиусов (р = 0 и ср = п. Между различ
ными материалами имеет место полный 
контакт без трения. При этом функция 
Г(1,ф) должна удовлетворять:

а) дифференциальному уравнению

(Г+241_+4-24+24+1и0
э/ а/‘5ф՜ (кр э/՜ Эф" )

б) граничным условиям

а„(Я>Фл) = /ДфД т,։ДЯ.ф,) = 0 Р-1.2)
в ) условиям гладкого кош акта

а1(.|(М),) = с,12(гН,)? V 1Г1(г,0,) = V, .(г.О,)

(3)

Tnfp(r,9/։) = 0(0s/-s/?, р = 1,2) (4)
г) условиям симметрии

т,։1('-.0) = т,։2(г,п) = 0. г,(г.0)-у,։(гл)-0 (5)

Внутри р -ого материала функцию /•„(/,(р) представим в виде суммы 
ряда и интеграла Фурье

фМ) - (л, + Я,Д՜' + •֊ у ц>4р(0сояа41,ф„ + 
п 4*1

(6)
- ֊/С/1(у)Ф(7,ф/>)сояу^У։ (р= 1.2)

Я <1
где

Атт
/ = In —, ф։ = ср. <р, = л -ф. О £ г < R , (1 < фг < 0п

т։Д') = (-1Г'‘т;р 7)
+1

й?(у)Ф'рЦ-Фл) = А’Д'бФг)՛ 6,.(у) = сЬ2?е,, -COS20,,

Л’Д’Л <P„)c5shY<?;. cos<p; ,chy0„-sm в,, -chytp,, sin (₽^М, cos0r>

5p(Y) = sh2YHp+Ysin20p, (/> = 1.2)
Удовлетворяя условиям (3)-(5). для определения неизвестных 

козффиниснюв .¥Л|, и плотностей С.,(у) получим совокупность уравнений 
гина [1.2]



. =4к, *_____(а^-1)у2(у)^
*₽՜ * 4 Р+(ам-։)2][уг + («^ + 1)2]4 ։"

4('Г +1)а>Л^
Д(у)2(у) = У . г, , 

<1р1? +(«,

(/> -1.2)

2(в2-в,) 
у֊’ + 1 (*)

»„-1)՜да՜ м։Ч
где использованы обозначения:

Ср(г) = к/(т), 4 = //„(ФР)С№«*Л^Р> ДД) - Мт)/Ш 
о

д(у) = к, Д, (у) + к2Д,(у), Д„(у) = кД(у)&,(у) + к.З'-С/ХСу), 
к„=Е;1/(Е,+Е2). (р=1,2) (9)

Из второго уравнения (8) следует, что неизвестная функция /(у) и мео г 
простые плюсы в точках = (±ах„ ±1)/՛ (р = 1,2, А'= 0,1,2,...) и в точках 

=уогде уА-корни трансцендентного уравнения Д,,(у)-О.
Свободные члены разложений (6) будем определять из уравнений

(2АР֊7-^/ - !ир, (р = и) (10) 
я <► (у + у

0Д£2 4 =0, Е.ау = Е.а.. А. - А .։ = В,-В,
Последнее равенство равносильно уравнению равновесия статики

Для полного определения постоянных «։ и а,, входящих в выражения 
перемещений, помимо условия (10). нужно еще «закрепить» произвольную 
точку рассматриваемого тела.

При получении (8) и (9) были использованы шгтегральные разложения 
по комбинациям тригонометрических функций [4. 5].

Докажем, что совокупность уравнений (8) вполне регулярна. Вычисляя 
суммы модулей коэффициентов при неизвестных, с точностью до бесконечно 
малых величин получим

р,(2)£=^~^агсс(§И (11)

<'Ч,, ֊1 лу 2у

Отсюда следует, что если из системы (8) путем исключения X 

получить интегральное уравнение для определения функции 2(у), то для 
ядра этого уравнения будем иметь оценку

/|к(уЛ)И? - |[р,(х,)+р,(х2)]р,(/) 4(К4К;) =4 ('2>
о ЛЯ

Свободные члены систем (8) при возрастании аргумента стремятся к 
нулю. Следовательно, система (8) вполне регулярна.

Налагая незначительные О!раничения на внешнюю шпрузку и пользуясь 
методом [I, 2], нетрудно доказать, что неизвестные коэффициенты н 
плотность имеют следующее асимптотическое поведение:

5



(13)
Исследование показывает, что при граничных условиях (3) напряжения в 

точках пересечений линии контакта с границей круга остаются 
ограниченными [1.2].

Вводим новую неизвестную функцию 20(у) = Д(у)2(у) и подставим 
выражение этой функции из второго уравнения системы (6) в итс1ральную 
слагаемую формулы (8).

II < вышесказанного следует, что новая неизвестная функция /„(՝,') 
имеет простые плюсы только в точках с;Х/, = (± а... ± 1)/ 

I/? = 1.2,Л =0.1.2....). Поэтому после применения теории вычетов 
слагаемые, содержащие неизвестные коэффицпеты У.,. взаимно сок

ращаются и функции 1՜п принимают следующий окончательный вид:
ГР('Л,,) = (ЛР +В,,4'‘+2'К.. 2йыч[й,,(՝|',1,ф(,), т = г(] (14)

Пйз, >11
где 2}.֊корни трансцендентного уравнения Аи(у) = О. а функции 

!1 „ (у. /. ) определяются формулами

^Р(у,м>)в----------֊7՜------- —е՛• (р = 1-2; Р+4-3) (Ь)
△п(У)

Из последних двух формул следует, что напряженное состояние в доста
точно обширной окрестности центра круга характеризуется только корнями 
А.д'у) 1[ри этом введенные ранее постоянные Л*..։ (первая сумма ь (6)) явля
ются только промежуточными величинами, так как они не входят в окон
чательные расчетные формулы (14) и (15). Эти величины можно исключить 
также из бесконечных систем (8) и получить отгула интегральное уравнение 
для определения функции 2(у). норма которого не превышает 0.41.

В частом случае, ко։ да 0, = 0= л .2 (1 падкий контакт двух полукругов 
при симметричном нагружении), окончательное решение задачи дается 
формулами

% =«» -2к, -ц = 24-1, бД7) = сЬул + 1, 5Д՝/) = 5Ь֊р, (р = 1;2)

Д(?)=АД?) - 4' -у • дД?) “ (сЬ";г + ')-ч|1’|'л

„ . (■ ,у-1 гД՝/)(? сЬ?Ф,.* 5|1?ФГ ЯП %) д;

(л. + + “-к.О'к ' соя2(р +

у , г _ т (16)
. хп ОУ* )1ъ У А ФСО* Ф + 51П тЛ$*п ф] ? -V

+ л А(А֊1)

Для этого случая бесконечные системы (8) представляются в виде
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к2(^֊А։)=к(^֊А2) (1?)

Решение этой же задачи, когда внешняя нагрузка распределена
кососимметрично относительно лучей т< =0 и ф = Л, может быть получено 
аналогичным образом.
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