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ТОЧКИ С НЕФИКСИРОВАННОЙ МАССОЙ
А.А.1 укасян, А.Г.Матевосян

11.И. ‘Լուկասյսւե. И Գ. Ս՜աթևոսյան
Չֆիքսված զանգվածով նյութական կետի ղեկավարվող շարժման մասիս

Դիտարկված Լ յֆիքսված ղասզվածով նյութական կետի ղեկավարվող յսւրժումր ղեկավարող 
ֆունկցիայի Սահմանափակության ղեպքոէմ: Կառոպված է ղեկավարող ֆունկցիան սինթեզի տ՛արող, 
ֆիքսած եշաԱավւոխության կորի դեպքում, որը ապահովում I նյութական կետի րերւսմր ֆսպափն 
հւսրթուրյււն սկղբնակետ ղասղվածի բորտ թուլյասւրելի արժեքների դեպքում սեկ նշանափոԽուրրսե 
կետով (Կրված I ղեկավարման կիբնոնետիկ սխեման '՛. ստացված են վերջնական դիրքը րերծւսն 
ժամանակի ղսաւոսսոսկանեերւ! նյութական կետի ցանցվածների տարրեր արմնրևերի դեպքում

А.А. Ghukasjan, A.G. Matcvosyan
About ul controlled movement of a material point of unset mass

Рассматривается управляемое движение мотсриалыюи точки с нефиксированной массой 
с ограничением на управляющую функцию. Построена управляющая функция в форме- 
•ашгеза цри фиксированной линии переклют->1м»1 кптпрая о6рсш՝'1ина- i прйвс,\г-ни<- 
.'ИТСрИ<1ЛЫ1ОЙ точки н начало координат фазовой ПЛОСКОСТИ для всех допустимых Жа-шиии 
՝iûcc с одной гонкой переключения Припади гея кибернетическая схема управлении и 
получены оценки времен приведения и Термин йлъЙОС состояния для различных шт пип 
масс материальной точки

1. Постановка задачи управления. Рассмотрим управляемо? движение 
материальной точки < одной степенью свободы. Уравнение движения 
точки имеет вид

гпх - и 1.1 I)
где х -обобщенная координата точки, и управляющая сила.

Предполагается, что масса т точки нефиксирована. но находится в 
заданных пределах

т(><т<М (1.2)
На управляющую силу наложено следующее ограничение:

I М
ш < 1 + г), где тах Т] ----------- (13)

Л/ 4- /И С)
Требуется построить оптимальное управление в форме синтеза 

п(л\.т) такое, что при любом значении массы т удовлетворяющем огра­
ничениям (1.2), всякая траектория движения точки приводилась в начало 
координат фазового пространства при фиксиров։знной линии псрсключс 
ния, построенной для массы т (не нарушая общности, можно считать 
/н'= (Л< +/П0)/2). Требуется также построить управляющую функцию с 
минимальным числом точек переключений и, при возможности, сохранить 
ограничение и < 1

2. Синтез задачи управления. Исследуем сначала задачу оптимального 
приведения материальной точки в начало координат при ограничении
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п| < 1 с фиксированной массой /и'. Известно )1), что для заданной массы 
синтез оптимального но быстродействию управления имеет форму

w(x,x) =

֊1

-1

1

1

при

при

при

при

х>0 

х < 0 

х > 0 

х < 0

и х>-т'х2!2

и 

и 

и

х > тх2/2

х <- т'х2/2

х < т х2/2

12.1)

Этот закон управления полностью определяется кривой
переключений л՜ = ~ т'х /2. Полное время Т приведения материал։.ной 
гички массы №՛ . управляемой но закону (2.1), из начального состояния 
(х,. .х,, ) до терминального состояния (О.О) равно

Т - /п'х() 4 2фп'Ст. = ?и'х0 + 2у[т\

при Сл. = л*р 4- х^т'/2 > 0 12.2)

Г = -п1'хГ։ + 2у[^т'С„е при Сте. = х0 - х2т՝/2 < 0 |2.3|

2.1. Исследуем поведение системы (1.1.1 к случае, когда масса т точки 
нс совпадает со значением /»’.Предположим сначала что масса точки /» 
меньше параметра кривой переключений, т.е.

тс<пкт' |2.4|
Фазовыми траекториями движения точки мессы /?/ при ограничении 

К1 < 1 является семейство парабол х = ± тх'/2 4- С (I]. На фиг 1 жирной 

линией изображена кривая переключений, отвечающая массе »?' и 
ограничению \к < 1 а тонкой сплошной линией— отвечающая массе ».՛

при ограничении (Mi < 1 .
Пусть сначала на­

чальная точка находится 
выше кривой переключе 
ний АОВ (фиг I) Траек­
тория движения здесь 
состоит из двух ветвей 
парабол В первом слу­
чае. когда начальная 
точка (х0. х0 ) нахо­
дится между линиями 
ОВ и OF. то при сох­
ранении линии перек­
лючения АОВ точка 
должна двигаться но 
j । а раболе < -е м с йс тва

х - - тх ' /2 ■՝ С (С 4-x.:w/2 < 0 | при н = -1 до точки пересечения

֊ .и.диь.атои х։ = (2С/(/»-»?')) 2 ՛ Далее, если не изменить величину 
управляющей функции и, возможности которой мы имеем (1.3) то точки 
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может двигаться до начала координат вдоль линии переключения ВО при 
скользящем режиме управления (фиг. 1). Избегая многочисленных точек 
переключения на участке траектории В.О. в рамках ограничения (1.3).

. т-т'
управляющую функцию определим в виде? и = -\-г/. где ------■՛—<0

т՛
При этом линия В.О является траекторией движения точки с массой /и 
(2.4). Аналогично можно построить закон управления и фазовые 
траектории движения точки, когда начальная точка (хи,Х0) находится в 

Областях 2,3,4 (фиг. I).
Синтез оптимального по времени управления с одной точкой 

переключения при сохранении линии переключения ЛОВ имеет вид

при х >0 и х > — т л ~ ‘2

֊1 при х < 0 и х > т хх/2

(1 +л) при х>0 и х= шх/2
м(х,х )=<

1 при х < 0 и х < шх\/2
12.5)

1 при х > 0 и х< шх?/2

0 +п) при х <0 и х - /их2/2

Так как управление происходит ио обратной связи то предполагается, 
что связь имеет возможность в каждый момент времени определи։։, как 
фазовое состояние движения, так и массу материальной точки (фи: 31 
Следовательно, в формуле (2.5) значение т] считается известным

Время движения между точками А и В, равно
/։ /п(х0 х, )=??;(х11 ֊ ^2С/(уи - щ’))՛ а <>т точки В, до начала коорди­

нат - т х. = 2С/(?и л?г') ).

Следовательно. полное время движения материальной точки массы т 
из начального состояния (хо,х0) до терминального состояния (0.0) при 

управлении (2.5) равно

Г = 1. 4 1У = тх& 4 у'2(м - Ш՝)(\ С -х0 - Л\?п/2 < 0 (2 й|

Аналогично определяются полные времена движения материальной 
точки в случае когда траектория движения начинается в областях 2.3 4 
(фиг. ։). соответственно

Г - тхс 4- у;2(щ 4- т')С, С = Хо + х‘ш/2 > 0 (2.7)

Т = -/их„ + ^2(/и'- /и)С. С = хп (2.8)

7' = ֊/ИХ0 4- 2(и? + Ш’Х?, (' = X. - X֊ П1:2 < 0 (2.9’1

2.2. Предположим теперь, что масса материальной точки больше 
параметра кривой переключений, то есть /и' < т < М При ограничении



|«| > и законе
управления (2.1| траек­
тория движения мате 
риальной точки массы 
т представляет собой 
спираль, содержащую 
бесконечное число вит 
ков [2J Чтобы в законе 
уп р а вле н и я пе ре клю ч е - 
ние происходило не 
более одного раза, 
управляющая функция 
должна принять значе­
ния ,// ֊ 1 + ;/ 11.3), где

т-т’ л
7] =-------— > U , после

tn՛
выхода материальной точки на кривую переключения ЛОВ

11е наручная общности, можно считать 'гго начальная точка 
траектории находится выше липни переключений АОЛ фиг.2 (жирная 
линияI Траектория движения точки здесь состоит из двух участков, от 
начальной точки /10 (х(., х.:1) по параболе х= тх /2^С,. |фиг2, 

штриховая линия), где С 0 = Хо - ХцГП/2 > 0 до точки пересечения 

Л | х։ -(2( ‘ /(т +) с кривой переключения АОЛ а затем до 

начала координат — по линии переключения В/)

Время движения между точками /1<; и ВГ/ равно 
I = лн(хп - л՜! )= м(х0 - ^2Сц/(т + /«')), а от точки В^ до начала коорди֊ 

нат равно -т'х՝
Следовательно. полное время 7 движения материальной точки массы 

т - т' л
т . управляемой по закону (2.5), где 1] ~----- -—>0. из начального

т'
состояния (х„,хс,) до терминального состояния (0,0) равно

Т = тх() + ^2(/н -г /н'К.’п, Со = хр + х^т!2 > 0 (2.10)

В случае, когда начальная точка (х0,Хй) находится ниже линии 

переключений ЛОВ. то время движения определяется следующим 
образом:

7՜ = -тх. • ֊ 2(т + т')С9. С„ = х0 ֊ х&?и/2 <0 (2 11)

дибернетйческую схему управления материальной точки с нефик­
сированной массой по закону (2.5) можно представить в виде (фиг 3)

С практической точки зрения такие задачи могут возникнуть при 
управлении механических систем, перемещающих грузы, массы которых 
могут меняться в заданных пределах и система управления которых 
оптимальна по быстродействию для конкретного значения массы 
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перемещаемого груза. Подобные задачи при разных поетаЕЮвках и 
методах исследования рассмотрены в таких работах, как |2-1]

(г) - кривая переключений, отвечающая параметру т Х։) (/) - траектория 

движения. II = Хт- (/) — Л'л (/) £ = /П ~ т'
Фиг. 3

3. Сравнение времен движения для различных значений масс 

материальной точки. Обозначим через 7՜՜՛ время движения точки массы 

т из начального состояния (ло.л’о) до начала координат при шконс 

управления (2.5). Если масса т материальной точки совпадает со 
значением т', то управление в форме синтеза (2.1) обеспечивает ее 
приведение в терминальное состояние (0.0) за минимальное время. Время 
движения в этом случае будет

'С =^о + 2^-, <֊\. = хй + л՛՜т՝<2 (3.1)

Беля же масса т не совпадает с расчетным значением /к' то 
справедливо следующее утверждение |2|:

Т” <Тт- ПР»1 т<т (3.2)

Если масса т материальной точки больше значений /и’ го 
справедливы следующие леммы.

Лемма 1. Пусть т՛ < т < А/ . Тогда
I т: <т:՛ <т;, (3.3)

Доказательство. Согласно формуле (2.10). имеем
т; = Мха + 72(М + т')См , Си = хи + х*М /2 > О

т'' = »'-го + у[2(т + т , Ст = х0 + х.;т/2 > О

Поскольку Сл/ и С1п неотрицательны, то при Л:>0 справедливы 

следующие соотношения:
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= Л/х0 4 у!2(м + т'\х0 + /2) > тх(1 + у]2(м + т')(х0 + х^п/?) >

> тх1} -г у12(т + /«')(;х0 + х^т/2) = 7^" > п։'хп + ^2(т 4- т'\х0 4- х^т/2) >

> гпх9 + 2у/т'(х1 +7>7/2) =

Следовательно, 7’д? > > Лг •

Если л,, <0, то траектория движения каждой из точек разбивается на 

два участка. Обозначим через В2 точку, в которой траектория /МЛ дви­

жения точки массы ш выходит на кривую переключений АО фи։՛ 4 

(тонкая сплошная линия), От начальной точки .42 точка с массой т 

сначала движется но дуге параболы л = шл”/2 ь С до точки В (жирная 

линия। а затем по кривой переключений до точки /Л Так как

лежит ниже траектории точкитраектория движения точки массы п:՝

Фиг. 4

массы т, то это 
означает что она 
движется с большей по 
модулю скоростью и. 
следи в а-гель но. быстрее 
достигает состояния 
/Л Второй участок из 

состояния Н. до начала 
координат обе точки 
проходя։ одинаково 
[ 1о:>тому полное время 
движения материальной 
точки массы т' 
меньше, чем время

движения точки массы т . Такая же ситуация справедлива для точек
массы «? и М (фиг.4—тонкая сплошная и штрихованная линии) Лемма 
доказана

Лемма 2 Пусть т' < т" < Л/ . Тогда 7\7 < Л7 (3.4)
Доказательство. Согласно форлгуле (2.10), имеем

г; ֊ ЛД, - +т'Хх։+х02Л//2)
Т"' + х<2(л/ + т’\ха + .х0;<М/2), х„ + х-Я/2 > 0

Следовательно, по условию леммы имеет место Т’̂  < 7՛՜"՛ . Лемма 
доказана.

.М)



Лемма 3. 7'^° - min max 7'm .

Доказательство. Из утверждений (3.2) и леммы 1 вытекает равенство
7л՛;՛ -- шах Т” . то есть при законе управления (2.5) с любым параметром 

ш . удовлетворяющим ограничению (1.2), дольше всего движется точка 

наибольшей допустимой массы А/ . Согласно лемме 2 min TJ' Т*,?1.

Лемма доказана.
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