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Փոփոխական InuuunupjluG ուղղանկյուն օրրոտրոպ սալերի luquiui (այսակաս տւստանուսմերի 
ըսւյրսյնակաս սահքերի հաշվաուհսմբ

Հեսւեէղով |1' աշխատանքին, րրորս till բերվել փոփոխական հաաուորյան ւարւասկյոԱւ սրրոտրոպ 
սալերի շսրմման հավասարումների ե ձևակերպվի) համապատասխան սկզբնական I. եզրային 
պայմանները ընդլայնական սահքի ղեֆորմացիաների հաշվաոմամր: Որպես սրինան րլիտարկ.ՀՀ I սալերի 
ազատ յայնակաև տատանումների խնդիրը . երբ ւպւհամարվում ևև միջին հարթարրսն տասգԵՍցիւպ 
տեղափոխությունները և պտտմւսճ իներցիան: Սեփական հաճւսիոսթյւււնների մոտավոր npiyihuli հասար 
առաջարկման է Ռիսպի սերողի սխեմա, որտեղ լայնական .ֆիկտիվ րեոի կատարած աշխատանքի հետ 
մեկտեղ դիտարկվում ՚ էաե ֆիկսփվ կտրող ուժերի կատարած աշխատանք;; Այղ սխեմայի • պս:-.՚.յ>|..։սբ 
լուծված է փոխական հաստության ուղղանկրոււ սալերի աղատ տատանումների խեղիրր եզրերի 
հողակապրրեն հենման դեպքում. Կաւհաիվե| է ստացված ւսրոյւււնրների ւ|հրյուծտրյուէ

G.Z. Gevorgyan
On Pree Transversal Vibrations ol Rectangular Orthotropic Plates о) Variable Thickness with 

taking into Account the Transversal Shears

По пналогим с |l] пынолягсм уравнения Движения прямоугольных ортотропных пл. п тин 
переменной толщины н формулирую!՛ я гоотпят« тпуютио начальные и ».paeni.n? условии при 
учете нлиннм« ,информаций поперечных • лвигов В качестве примера >1 поема՛!ривг.ется to,v ՛ 
свободных поперечных колебании счастии при пренебрежении :ժււԽ՚>ւԱ№ւ.\!>ւււ.!% 
Перемещений < рединнон пло՛: хости и инерции нрашания Для ։:ри5лижсИ1:«'Т.1 o;i:>i>.v.v.ui iiv 
собственных частот плосгипки fipeAAaraerca схеме применения метода Рит ца, сл՛ наряду 1 
работой <риктиинои поперечной нагрузки рассматривается также работа фиктивных 
перерелынакниих сил По лей схеме решпегся задача О снободных понерсчц;.;х колебаниях 
шарнирно опертой пластинки линейно-переменной толщины

I. Рассмотрим прямоугольную пластинку переменной толш.ины /? из 
прямолинейно-ортотропного линейно-упругого материала Г (ласгинку 
отнесем к системе декартовых координат .v.i.r, оси которых 
параллельны главным направлениям ортогронии материала Координи! • 
ную плоскость л’у совместим с срединной плоскостью пластинки а ՛ >• ь ՛ 
направим вертикально вниз. Пусть на пластинку действуют 
поверхностные нагрузки, проекции интенсивности которых на 
координатные оси, приведенные к единице площади срединной 
плоскости составляют Аг .У՜./՜ . Здесь и в дальнейшем знаками « — я и 
« —» будем отмечать величины, относящиеся к лицевым поверхностям

’’Работа доложена на VIII всероссийским съезде ио прикладной и 
теоретической механике (Пермь, 23-29 августа 2001г.} 



пластинки з = /;/2 и г = -Л/2 соответственно. Условия опирания краев 
пластанки промзвольны.

Но аналогии с [2| для поперечных касательных напряжений положим
т« =Ф| +2ф2 +г'фи =1|/, +2\|/, + ?2ф3 П 1) 

где

где

(р, 11 ՝!Л -искомые функции только координат л՜, у.
Дифференциальные уравнения движения сплошной среды имеют вид

д'и--- ^֊+ — 4-֊֊—= р----? 
йг ну дг д! ՝

(1.2)

— напряжения, ^»....—перемещения р — плотность мате­
риала, / время, а символ (л\у,г) означает круговую перестановку букв. 
Ограничиваясь линейностью распределения перемещений по толщине 
пластинки, можно написать:

[д\и
-“55Ф։ ох

и.. = V — 
8у

и. = XV |1.3|

Здесь и, V, - перемещения срединной плоскости пластинки, а:/-
упругие постоянные материала Компоненты дефюрмации и основных
напряжений пластинки определяются с учетом (13) из геометрически 
чиненных соотношений и соотношений обобщенного закона Гука |11 
соответственно Выражения этих величин, а также внутренних усилий и
моментов пластинки совпадают 
силу чего здесь не приводятся, 
оказывает сопротивления на 
статическими аналогами будут

со своими статическими аналогами. в 
Если считать, что окружающая среда не 
движение пластинки, то со своими 
совпадать также и условия на лицевых

поверхностях пластинки г~±И!2 [2].
Имея в виду вышесказанное 

циальных уравнения движения 
՝ ледукипим уравнениям:

и поступая как обычно, из дифферен- 
сплошной среды (1.1) приходим к
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Здесь '^Ту^,Нх,Ну и

дТ. д8

ох
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дуд։

" Гг+рА^г

СГ )

М ։, М,, М 1у — внутренние

(1.4)

усилия и

= -/,+рЛ
а

О' т ■

моменты пластанки
Л', = (А” -А”)/2, Г, = (Г-Г')/2
К = Г + Г, 7, =г* +г (1.5)
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Из условий на лицевых поверхностях пластинки 2 = А/2 для 
функций ф2,ф2 и (рт,фз получаются известные выражения |2).

Используя формулы внутренних усилий и моментов и имея в виду
выражения функций (p7ilf/7. (£3 , l//j, из уравнения (II) получим систему 
движения дифференциального элемента срединной плоскости:

А В^ + (В1!+В№)
I GX

d2v (Hi

dxdy
» °"u n ('U »
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I n 3՝V /n n \ r» V 
Л //-» ------7 + (^17 + Bff ) ----------  + Ь V
_-ф2 v 12 66fdxdy “dx2

n (du dv । dh 
’ В,. +— —( dy՝ dx J dx
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к д
Г '.V + («. -2^)^- +2л|я,г֊՝"

дх'ду аг
5*И^аЛ 
д' Ж

д!1 с՝ и 
‘ 24 ; : 5

/1

2Л ал, в!;

а. Ц1 .0<5(й.,+^)£2!к 
а.-- ) !Л '• №'дхау

^аЧ'. , д ^"Т'А.л Г» ^.8^ Й.^1
<?։՛ Зр л дх дх ) 12 ду дх л дх ду ;

,.84/,-р/г;֊. =ЭД
\су С! О! у

К /равнениям движения пластинки (1.6) нужно присоединить гранич­
ные и йачадьнШ условия. При отсутствии сопротивления среды 
граничные условия совпадают со своими статическими аналогами (2| 
Начальные же условия можно представить 8 виде |1):

1фИ/=0 II И!;(Х՝УУ У \'0(л-,>')? IV = %(х,у)
си/дп = и{(х>у), дч/д! ~ У։(х,у), с\и/д( = и-'։(х, у) (1.7)
Здесь п0,\'0,м^ и -заданные компоненты начального пере­

мещения и начальной скорости точек срединной плоскости пластинки 
соответственно.

2 Рассмотрим задачу о свободных колебаниях пластинки. Задача 
существенно упрощается в случае поперечных колебаний, когда 
преннбрегеются как тангенциальные перемещения срединной плоскости 
пластинки так и влияние инерции вращения. Положив А'՜ = > = 0, из 
11.6,1 для отмеченною случая получим систему свободных колебаний 
пластинки |3]. Рассмотрим случай, когда толщина пластинки от координат 
г, 1 зависит линейно - Ь — И ,4- Л,х-г Иу

Здесь ,Л? заданные постоянные.
Г՝римем обозначения:
х ха, у уЬ = уат. (Ь = ат). /1 Л0/7,Я, =

а5>Яп = у,. со? = Я, О'/ра?, ф, = 2?,,(рсо5<А>г, и- Лс/сойсо/ (2.11

Ф) = Л’цЦ/совс՛)/, Ла/а = у, = й։ /5, у, Л, /л-
Имея в виду (2.1). уравнения свободных поперечных колебаний 

пластинки (1.6) можно представить в виде
сф 1 2 3
Тх " ш ф + Н (՜' 'Ч’ + ^Ч'Р 2 ^ ■/ ='■ (7.4>-ф) = о

«»+2«« р՝/ 2 <5’7 а.гд՝У\: ,ад, ^7

ах от ^5йгд՜ 1^՜ п}' д'՜ ) т

5 дх-
о В/ х; Т+^(а,2+а,3

т՜ ду дхсу
2хГУ1^+а
Нз дх

у^Лр 
6Л

т сут



О / .
+ <р = £, /,0,4'Ь Он $

а,. 7/ а,. -2а« ё'.( 2 (п о2/ а,:д'_1 . ֊>ааЬ <'՛ I
т ду т ах "оу И их т су1 ; ՛ т ох су ।

֊ *ч ш՜ су2
»■;■■ 5аф | 2у.

т дхду I //л՝
У Ло 
т су

а1 У-> Л1' | 8 г /г \ п
ч р а,. ֊ —4 ад,— +77ТТУ - £Д/-Ф.Ц/) = О 

к т оу дх) Из
(2.2

Безразмерная толщина // 1 + у,.г + у .ту .
3 Рассмотрим одну схему приближенного определения собственных 

частот прямоугольных пластин переменной толщины при учете 
деформации поперечных сдвигов. Будем пользоваться методом Ритца Г. 
Пусть каждая тройка соответствующих членов рядов

л < и < а л
I =Е£ -1 ., /.лх.у). (р = ЕХй.'.®<^֊Л - ХЕГ Ч».(Х..։;>

ь.Т 1-1 1-Я _| = | /=1
удовлетворяет данным краевым условиям пластинки но не удовлетворяет 
диф^теренциалвнылМ уравнениям (2.2). Здесь произвольные-
постоянные ИМея в виду |1.3) и |2 1|, нетрудно убедиться что функции 
.1 .представляют собой амплитудные значения безразмерных виртуаль­

ных прогибов, а функции /Л ф .С,ф. Пропорциона.-\Ы1Ы соотвстств՛-. ь 
щям ампмгг. \ным значениям виртуальных деформаций поперечных
Авивов : ластинкй. После подстановки (3.1 ■ в левые части уравнений «2 2 

ио V. чаются величипга. отличные от нуля. Эти величины хвокн՛՜* 
рассмотреть как некоторую распределенную нагрузку /- и перерезы 
вающие силы Л՜ .., А՛ .. Нагрузка 7. . может сЬверШатт, работу на 

виртуальных прогибах, а перерезывающие силы X _ и Л на 
соответствую!.1,их виргуд\ьн:лх деформациях поперечных сдвигов

Следуя методу Ритца, приравним пулю работу / 2 и Л՛, - Л , на 
соот-ветствующих виртуальных прогибах и деформациях

ф[/.,(/,ф;л|/)б4 + £.(/'.ф,ч')бф,.. ^/.։(/,<р,и)бм/. \dxdy =0 |3.2)
п б
Так как вариации <5/՜,, 0р/:, б\|/.. произвольны и независимы друч от 

друга, то из |3.2) следует: 
I !
I [М.Л<р’ ч0./>/^ = о, 

(» I I 
: 1 

,,<&<£■ =0. 
о о

I 1 

о о

I = 1Д...Д, У 1,2,.. .к
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Уравнения (3.3) образуют систему однородных алгебраических 
линейных уравнений относительно .4,(. В<; и С, . Значения собственных 
частот поперечных колебаний пластинки можно определить из условия 
существования нетривиальных решений этой системы, т.е. из условия 
равенства нулю ее определителя. Конечность числа членов выражения 

накладывает определенные ограничения на возможные формы 
изогнутой пластинки. Это равносильно искусственному повышению 
жесткости пластинки, в силу чего найденные приближенные значения 
собственных частот будут выше соответствующих точных значений.

•I. В качестве примера рассмотрим задачу о свободных поперечных 
колебаниях ортотропной пластинки линейно-переменной толщины три 
шарнирном опираний ее кромок. Граничные условия берем в виде:

прих = 0,1 —= 0(Л/т =0) ч/ = 0 (и = 0)./ = 0 (и = 0)
<?л- * дх

С ГА /
при у 0,1 — --аы֊ = о {М у = 0) у = 0(и =0), /■ = 0 (и = 0) (4.Ц 

су ду

Функции

/’ = У. У. Л *‘п -га'5’п АУ» 9 = X Е СО5ПСХЯП /ЯУ 
7-1 1

л А
V = II С,. эпиххеоз /и՝.1

/••I ;'=]

14.2)

удовлетворяют граничным условиям (4.1).
В табл.1 приведены значения первой безразмерной частоты при 

п = к = I, у. = 1, у2 =0. Р = 2. <х;2 = 0.3. а,- = 2, (хгл - 0.4. л = 0.125 
для различных значений /и и /. В предпоследней строке приведены зна 
'•гения безразмерной частоты для полосы, когда в рядах удерживается 
один член и получена приближенная аналитическая формула, а в пос­
ледней строке —точные значения безразмерной частоты для полосы |3).

Таблица!
7 1

т 0 1 2 5 10 20
1 1 235 1.128 1.047 0.8852 0.7355 0.5837
5 0.5628 0.5496 0.5373 0.5049 0.4622 0.4019
10 |___________0.5442 0.5323 0.5212 0.4916 0.4519 0.3948
20 0.5396 0.5280 0.5172 0.4883 0.4493 0.3930
100 5$ 0.5381 0.5267 0.5159 0.4872 0.4484 0.3924
об 0.5381 0.5267 0.5159 0.4872 0.4484 0.3924

Точн. реш 
для пол.

0.5140 
______

0.5040 0.4945 
_______

0.4690 
_______

0.4341 0.3827
_______ 1

(>0



В табл. 2 приведены значения (о։| при п = к = 1 для различных 
значений т. у и у, = 0;1, у, = 0; 1 .

Таблица2
г 0 1 2 5 10 У.֊

т = 1
У, =0.ь =0 0.8121 0.7790 0.7499 0.6806 0.6010 0.5046

’Л=1.У:=0 1.235 1.128 1.046 0.8852 0.7355 0.5836 |

У. =0,7. =1 1.235 1.128 1.046 0.8852 0.7355 0.5836 
|

Т,=и?2=1 1.650 1.419 1.270 1.0162 0.8122 0.6242

т = 2
у, = 0, у2 =0 0.4609 0.4534 0.4463 0.4271 0.4003 0.3600

•л =։, у. =0 0.7001 0.6746 0.6519 0.5967 0.5311 0.4485

у, = 0, у, = 1 0.9477 0.8871 0.8378 0.7309 0.6214 0.5010

7, = I. Ъ = 1 1.178 1.068 0.9864 0.8261 0.6790 0.5312

Данные таблиц приводя ։՛ к следующим заключениям:
1 Учет поперечных сдвигов приводит к уменьшению частоты.
2 Поправка, вносимая учетом поперечных сдвигов, уменьшается с 

увеличением гп и наименьшая для полосы.
3 Для пластинки постоянной толщины поправка, вносимая учетом 

поперечных сдвигов, меньше чем для пластинки переменной толщины 
Наибольшая поправка получается при т = 1 ,у։ =1, у? = 1, у = 20 и 
равна 62%.
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