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Շրջանային սեկտորի տեսթ ունեցայ լայնակի հատույթով կազմածո 
սյիեզաԼյեկտրական զյանի հակահաբթ դեֆորմացիան

Դիտվեյ Լ ծնխնևրի երկայնությամբ երկայնական սա հրի ենթարկված կազմածո, 
սւրանսվերսւպ - իզոտրոպ նյութերից պատրաստված երկբաղադրիչ պիեզաէլեկտրական 
զրսնի հակահաբթ դեֆոբմացիայի խնդիրր: Լուծումը կաաոցվել է Ֆարյևի մեթոդի 
ընդհանրացմանը: Էյեկտրաստաաիկ դաշտի լարվածության վեկսարի և մեխանիկական 
ւսրումների թենզորի բաղադրիչների համար ստացվել են բանաձևեր: Այդ բանաձևերի 

միջոցով կատաբվեյ I. ստացված արդյանրների թվային վերլուծություն.

Р. V. Galpchian
Antiplarie deformation of compound piezoelectric cylinder 

with cross-section in the form of circular sector

Рассматривается антиллоскпя задача для составного двухкомпоиеятного «Ы%зо- 
> метрического цилиндра ։п граисвсрсальво-нэотропных материалов подвергнутого 
и сдельному едпшу вдоль образующих. Решение построено обобщением метола Фурье 
Г|одуч*.ны формулы для компонентов вектор« напряженности электростатического поля и 
гоныра механических напряжений. На основе приведенных формул проведен численный 
анализ полученных результатов.

At пи плоские задачи для однородных и кусочно-однородных 
пьезоэлектрических тел рассматривались в ра багах |1 7|

В цилиндрической системе координат г, 0, Հ составные части ци­
линдра ограничены координатными поверхностями 0 = -р. 9-0, 0-а, и 
г а . При этом 0 < (а, р) < 2тс, 0 < а - Р < 2 я, а > 0. Ось < является 
образующей цилиндра. Главные оси симметрии составных частей парал­
лельны образующим. Составные части цилиндра склеены между собой по 
общей части боковых поверхностей тонким электропроводящим клеем.

Если пренебречь упругими свойствами соединяющего слоя клея, то 
при отсутствии массовых сил для малых деформаций в рамках линейной 
геории электроупругости рассматриваемая задача упрощается и сводится 
к уравнениям «Лапласа относительно упругого смещения 0) и
потенциала электростагического поля Ф(,’(г,е) (/ = ւ,շ) |i|:

ձՀ'7(ր,0) = Օ, ДФ(О(г,6)=0 (1)
Здесь и в дальнейшем. индекс 1 соответствует области 0 е [֊Р; 0], а 

индекс 2— 0 € [0, а].
Зададим граничные условия
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^(г,-Р) = О. <(г,֊Р) = О, Ф(о(а,0) = ф/։<,։(0)
т£։,(г,а) = О, £)<2)(г, а) = 0, а<'։(а,0) = и/г<,)(0) (2)

где Те.(г,0) — компании । ген лора механических напряжений /),-,(г. 0) — 
компонент вектора электрического смещения, (р и и — постоянные, 
имеющие размерность электрическою поля и перемещения, 
соответственно, Г Ш Л (о) - заданные функции.

Условия па линии раздела смежных областей будут
Ф‘°(г, 0) = 0, 0) - и?\г, 0), т£(г, 0) ֊ *£'(/•, 0) (3)
После упрощений некоторые из условий (2| и (3) примут вид

֊ р)/ае ֊ о, 5Ф<1։(г,֊&)/й0 = о

cu[2'(r, а)/св ֊ 0, сФ:2)(г, a)/cQ = 0
с^Хг,о)/дд + е';։с5Ф<!;(г,о)/ае =

(4|
= с^/.??(г,о)/се ь (?;52)a0f2)(r,o)/ae

Здесь С,'. , еД - модуль упругости и пьезомодуль, соответственно.
Из (1| — (4) видно что электростатический потенциал определяется 

отдельно, без он ределен ия Функции Ф‘ имеют вид

*' Ла‘
Ф'|)(г.0) = У/?, - 1 sinape, ф(24г,0) ycj- sinp.O (5)

где
Д ֊֊ j/,(,|(e)sinaJW0, с; = ֊Ф j/,!2|(O)sin ₽,<Ю 

Р \ a «
а. Н2^'-1М2р. Р* ~(2А - lh/2a

Перейдём к определению перемещения //.(/’,0).
Введём функции фД0)(А - 0,1,2. ..) |3, 9, 10]

тДе)= U = 1.2....)

а) При sinX.a^O ( или sin Хх0 * 0)

и cos лА (р t- 0)sin /..а (р < 0 < 0) 
cos(а ֊ 0)sin Х4р (0 < 0 < а)

Ь) При coskAa 0 I или же cosaaP 0)
ф (0)֊ zcos^(PH-G)cos^a G Р 0 < О) 

к IcosX. (a-O)cosX^p (о < 0 < а)

где (А - 1. 2....) положительные корни уравнения |8|

psin Ха cos /,р • cos ла sin Х0 ֊0, ц - /с^ (б|
пронумерованные в порядке возрастания.

Уравнение? |б) имеет только действияельньн? корни.
В обоих случаях Фо(0) - 1, а л0 - 0. .. . *•_

Л
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Нетрудно проверить, что совокупность функций {%($)}£.о образует 
полную в £.,( р. а) и ортогональную с весом р(0) систему, где

? (-ц։е<0)
ц (о < 0 < а)

то есть

Jp(e)^9>,,(6)d0=&A (*,"=0,1,2,...) (7)
р

где 5Л„ - символ Кронекера.
Введём обозначения

Л(0) Е2 ф-(г.0) =

и представим функцию И.(г, 0) в виде

,0)Ч'Ф'°(^ е)/с,
44

е’Р Ф(г։(г, 9)/с2’

Uz(r, 6)44֊ *Т։(0)֊ф-(г,9) (-Р < 0 < а)
А--0

Функция иДг, 0) при любых значениях коэффициентов 

(8)

улов-
легворжп как граничным условиям на лучах 0 = ֊Р и 0 а. гак и всем 
контактным условиям на 0 = 0. Удовлетворение граничному условию на 
дуге окружности (г = (1, - Р < 0 < а) приводит к соотношению

1Л%(6)֊ ф-(«,0) = «Л(е) (-р<0<а) (9)
к֊0

Пользуясь формулой ортогональности (7), из соотношения (9) для 
коэффициентов Ак получим

= }[ф-(д, о) + «/2(0)]Р(0)тДе)</0 
р

В развернутом виде формула (10) представляется в виде՝

<М։ = +
р

110)

<х

о

+ ^;2’(е)]т,(0)^

^0 = Р + pd; соА, = ֊(ppsiir Хла +asin3XAp) (Ал = 1,2,...)

Согласно |5) и (У), в частности, для и будем иметь формулы
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I * />№*’
= — £ Вкак\ - соьаА0

°к՜' К < 1111
£ЛГ9) = ֊-'£СД'г Г со8р։е 

'Ж
ги) < (г ?•• 1

т(о!(г,9) = ֊ — У Л.,/ч ֊1 $1пХ,.а$й1 ХА.(р-т 6)
я М \а)

(12) (2) * /л1*՜1 ՝
4^,6) = - —£ ЯД. - I 5тХ4₽ыплДа֊ 0) 

а Л-1 \а У
Подобные выражения получаются и для У" ՝ т •
Из (11) ясно, что при а или Р больше я/2. компоненты вектора 

напряженности в полюсе г - 0 обладают особенностью вида (г/с/)Х; 1 и 

(г/о)' Причем, и показатель степени, и коэффициент особенности 
(при степени) не зависят от электромеханических постоянных 
материалов.

Компоненты тензора механических напряжении т.л и тб? (12) в 

полюсе могут иметь особенное! и вида (г/а) ՝' Исследование первого 
положительного корня X, уравнения (6) проведено в |8.9|. Он, вообще 
говоря, зависит от значений параметров а, Р и 11. Коэффициенты же 

при особенностях (степеней) зависят от а. р, с?.՜ и е‘ -;.
На фиг. 1, 2 и 3 приведены графики изменения т .(/\0) на линии 

раздела двух материалов 0 - 0. Эти графики построены на основе 
формул (12), в которых, как первое приближение,взяты только слагаемые 
с индексом 1 Кривая на фиг! соответствует случаю, когда цилиндр 
составлен из двух пьезоэлектрических материалов. Причем, области 
[֊Р; 0] соответствует пьезокристалл сульфида кадмия (СЖ), для 
которого с\ = 1,49 ПО1 Па ' = -0,21 Кл/м1, а области [0;а] 

пьезокристалл гита пата бария (ВаТЮ3) для которого с.\ 5.43 10 Па.

£?;;•= 21,3 Кл/м1. Кривые на фи։ 2 и 3 соответствуют однородным 

цилиндрам которые и пеноплены соответственно из (Ж и ВаПО3. Во 

всех случаях было принято а = \/3 • р, Р = 2 рад. /'"(О) = I /՝:՝"(0) = 0. 
При этом, первым положительным корнем уравнения (б) в случае 
неоднородного цилиндра будет Л, - 0.6646331 , а в случае однородных 
цилиндров - А։ - 7:/2(1 - 0,5749513.

Из приведенных на (риг. 2 и 3 графиков ясно, что в цилиндре, 
изготовленном из МаГЮ.^ напряжение т... на линии 0 = 0 по модулю в 
101,4 раза больше чем в цилиндре из (_'с18 .
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Приведенный на фиг. 1 график показывает, что в неоднородном ци­
линдре напряжение Т0. на линии 0 = 0 но модулю, вообще говоря, 
больше, чем напряжение в цилиндре, изготовленном из ВаТЮг. но при 
приближении к особой точке г - 0 зга разница всё уменьшается. Так. 
например в точках г/а 1, 0,1; 0,01. 10 '' напряжение в
неоднородном цилиндре больше, чем в однородном соответственно в 12.4; 
10,1; 8,2; и 1,28 раза.

к(о)=■

к.(0)=<

Обозначим
֊(ЛД։ /a)sin Х.а, 0 е [֊ß; о]
-(ЛД, M)sin X։ß, 0е[О,а]
sin X,(ß-i-0), Ge[-ß;O] 
sin л,(a ֊0), 0e[0;a]

где Ar(0)~ коэффициент особенности напряжения т0.(г, 0).
Наибольшего по модулю значения /Г(О)А\(0) достигает в области 

[(); а] при 0 ä 1,1 рад. 63 Г При этом ас'^ КК. /(р % 4, 24 Кл /м ’.
R области [- ß; б] своего наибольшего значения К($)К, (О) 

достигает при 0 = 0 Тогда ас^КК. /<р - 3,155 Кл /м 2 .
В случае однородного цилиндра наибольшего по модулю значения

*(О)К.(0 достигает при 0 « 0,732 рад. = 41с56'. Причем, когда 
цилиндр изготовлен из CdS то

max . (0)1« 0,00274 Кл/м5
I ф I 1-ftal1 1

а когда цилиндр изготовлен из Ва'ПО3, то

“с.» 
|ф|

щах K(Q)K.{Q); == 0,278 Кл/м2
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