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Է.Խ. Գրիզսրյան
Անիզոտրոպ (ո; օրթոտրոպ) Ալպերի և թաղանթների սեփական տաաանամների ե 

կայունության խնդիրների մասին

[1] մենագրությունում դիտարկվում են ան|պոտյաս| (ոշ օրթոարսպ) սալերի և թաղանթների 
սեփական տատանումների և կայունության խնդիրներ: Այղ խնդիրներում նպատակ է ղրկում 
որոշել անիզոտրոպիայի ազդեցությունը սեփական հաճախությունների և կրիտիկական nid երի 
ւորժեթների վրա Վերր նշված խնդիրներում (û ü (անիզոտրոպ սալերի I« թաղանթների 

սեփական հաճսվսություևր), /’ (i (անիզոտրոպ սալերի և թաղանթների կրիտիկական nidp) 
ներկայացվում են

ա: =û)ü + p(o. +ի:(ս2 - .. P -Հ+բՀ 4-р:Л + ...

աեսրււվ, որտեղ (ւ> ն և/’ ն համապատասխանաբար հաճախության րաոակասին և 

կրիտիկական ուժն են օրթոտրոպ սալերի ե թաղանթների համար, Ц G ֆիզիկական փոթը 

պարամետր է, (0.. /? (/ 1,2,...) որոշվում են խնդրի լուծման րնթացթամ [1 ում որոշված

են միայն ս)յ-ր ե Л ր, օզսւազործ եյով սխւպ պայման, և հետևաբար սխալ են սաազվեյ Cû 

երր և P -երր: ճիշտ մոտեցման դեպքում Û). երր ե P երր ստացվամ են հավասար զրոյի, 

որից հետևում 1., որ փւոսասրեհ դրված խնդիրը ;ի րյւծփսծ՜
Ներկա աշխասւանյաւմ նպատակ 1. դրվում ապացուցել վերր նշված պնղամՍերր ինչպես 

նաև րոծևլ դրված խնդիրները, այսինթն որոշել CO՜ ե /’ հաջորդ մւոոավորաթյսւններր ( 0) - ե 

/շ որոշելը);
E.K11. Grigoryan

On the Own Vibrations and Stability Problems lor Anisotropic (Nonorthotropic) Plates and Shells

8 монографии |1] рассматриваю гея задачи собственных колебаний и устойчивости для 
.ншзотрошпйх (нсортотронных,1 пластин и оболочек. В этих задачах целью ст.нппс я опреде
ление эффекта анизотропии на значения собственных частол и на значения критической си
лы. В указанных выше задачах Ü) (частота собствеппых колебании анизотропных пластин и 
оболочек), Р (критическая < ила для анизотропных пластин и оболочек) представ лапы н пи 
де

б)՜ = (0„ + g(û. + U2œշ 4-.... P = + Ц P} + U'P? 4-...

где (l)0 и /^-соответственно квадрат частоты к критическая сила для ортотропных 

пластин и оболочек. LI физический милый параметр. W , Р, Հ1 1,2,. .) определяются 

при решении задач. В |1| определены только (։). и Р иснолыуя ошибочное условие, и 

следовательно, ошибочными оказались и Ш, и Р} . При праиии.ном подходе (1)| и 
получаются рапными нулю из которою лодует. что <рактичсски иостанлонныс задачи не 
решены.

В настоящей работе ш чью ставятся доказательства нышеуказавпых утнер/кдений. н 
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также решение поставлоппых задач >'• е. определение следующих приближений и 
выражениях СО՜ и Р (определение С0п и Р, |. Конкретно будет рассматриваться задач.։ о 
собственных колебаниях прямоугольной анизотропной (кеортотронной) пластинки 
Полученные здесь результаты будут иметь место и н вышеука кшпых задачах собственных 
колебаний и устойчивое։и в котором нетрудно убедиться |Г(Определение частот собственных колебаний прямоугольной пластинки с размерами а*Ь. изготовленной из анизотропного материала (материал пластинки в каждой точке имеет лишь одну плоскость упругой симметрии, параллельной срединной плоскости пластики) в |1|, при граничных условиях шарнирного опирания, сводится к решению краевой задачи Ли՜+ р Ди-՛-со2 —^4 = 0 (1)£и՛ - 0, Мх = 0 при х = 0. х - а4 = 0, М= 0 при у = 0, у = Ъ (2)где Уо, А - соответственно удельный вес и толщина пластинки £• ускорение свободного падения, со - частота колебаний и- - прогиб точекпластинки, си՜ г а2 и'

к=- "н 
ч ох1 ■ Р>2ду, ՛ -Це ехду у

= -
(
О.,

С2 И’ +р„^+2/л6 д'-уу >

к их՜՜ *- ду- -6 Рхду 7

с
СЧ1

2А-
С՝

—--- Г-*---- 7. х
а<гар2 ар4

А =4 к, а. I
0 /

-----7---- +
ССС Ср

дл. лга > , к2 = X к., к,

, ц' = Хи, к =
^/зи/?йА) , жесткости анизотропной пластинки.Далее, считая по-видимому, что и- и СО* при достаточно малых р являются аналитическими функциями от р. представлены в виде оспенных рядов# 0: =С)(}+ р(1),-р՝02 4֊ .. (3)4 = И'.)+рм1. -р2и'2+... (4)11одс|авляя (3), |4) в |1), (2). получены рекуррентные кра<ч։ые задачиА у

Аио—-<м'о=о (5)
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Г՜'* М’и'о = 0 ։ ֊ —— = О при а - О. а = а} 
да'
д^ иИ'о = о. = О при Р = О. Р = Ь,

(б)

(7)
(В)

(9)
(Ю)

к

= ֊Ли-.,ч-^А(о,и'о 

К

АВ', = 0. ----- -
՛ да՛

д2и

саср

и-,=0.
' ар-

_2А-.212х при р-0, Р=Д 
* да/?Р

Л։и\ ֊У-’о0и՛. , лУо лУо
= ֊,4,И^ 4----- -0)|И'։ 4------^(0,В’։|

К X

А И’»4-0. а 3 - 
с а

С‘ И’
-2А։------при а = 0 а =и։

сао-р

ли\ =0.
ср-

2к2 а А при р-о р֊л 
сасри т д.Метод приведения краевой «дачи |1| (2) к решению групп красных задач встречается в теории возмущений [2|В монографии |1| ставится задача определения е>։. ,\ля этого

отмечается, что % = т~а . и~Р -------- ьш —- (И)
а I-решение граничном задачи (5), (б), т е. являемся собственной функциейоператора Д при однородных граничных условиях, соответствующей собственному значению) М- тГ'------ 0О(777.??)- ------£ а\ >Далее, имея в виду (И), для определения и получено уравнение

Лул типа л пр . тпа . //яр = <А,„со$ СО5-—֊ -Й,\Я51П-------- -51П £------------------------ а, Ь, а, Ь,при условии (8) Здесь
4 я4 тп(к^т2 к2п2'

\֊тп ~ 'ил . 5 ,2а}Ь ч а Ь:
Ъ тп чп

ЯЗаметим, что общее решение краевой задачи (12) (8) имеет вид
и, =С% * V

(12)

(13)где С - произвольная постоянная а V является решением краевой задачи (12). (8). 5



Далее, после определения V (в 111 вместо V используется буква уу ) со, определяется из условия [|у%с/ас/р = 0 (14)о огде — нормированная собственная функция. 2 . /итш .
И’() = -7 = 51П----------51П —֊ -

А
(15)

Ввиду громоздкости выражение (0 здесь не приводится. Ограничиваясь первыми двумя членами разложения (3) в |1|. определено приближенное значение искомой со՛СО՜ =(Оо +ЦО|(?М,?0Теперь покажем, что принятый в [1} подход для определения ©](/»,/?), ошибочный. Действительно, условие (14), во первых, может и не выполняться, а во-вторых, оно не завися՛! от (0,. Для этого посмотрим, откуда взялось условие? (14). В разложении И' (4) полагается, что («■■^)=(%֊%)• р 1?;А| 13| Ь>11 и՛ и;. с!а с! р=У|и',;</а</[3
0 0 о ипосле чего из (4) получаетсяц(и՛ ,и, ) < 1Г(^2>и;)^ .. = ()Отсюда следует, что (уг,, и'о) - (и\ , и\.) - - 0. где и՛. , и ֊ ,. ֊общие решения соответствующих краевых задач |2|. В настоящем случае общим решением краевой задачи (12), (8) является и-՛. (13). а не V, и поэтому условие (14) может не выполняться, потому что(С + у, %) = 0а не (У,и/о) = О. С другой «тороны, как видели выше условия ортогональности не зависят от ©. (/ = 1,2,. .) и. следовательно. (14) не может определить ©։, если даже оно выполнялось. Вог почему <о. определяется ошибочно. Ниже мы покажем что ©։ =0.

Решение задачи. Введем скалярное՝ произведениеЯ1 •'։
(ф, V) = )/ ф(а • Р) ф(а ,Р)с/а </ Р

У огде ф и ц/ принадлежат /.-,(£2). 0 = {0<а<а!, 0<р</? }. Тогда, в дальнейшем под уг(| будем понимать нормированную собственную функцию (15).
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(4wi - "'о) = f ( 4 >»', (a. P >o (°-, P) d a d P (16)
0 0После интегрирования по частям (16) при этом имея в виду граничные условия (8), легко убедиться, что(4Н) • ) = (^i > (^i • % ) (J 7|

gДалее, умножив обе части уравнения (12) скалярно на и-;, и имея в виду (17), для определения со., получим равенство
f.. mnct //пр , . тка . нпй ՝ л
<2™cos —cos——+a7>m„sin--------sin— - , w0 =0

l ai «։ A ;которое может иметь место только при со. = 0.Таким образом, мы доказали вышеприведенные утверждения о том, что в |1| частоты и критические силы сося ветствующих задач определены ошибочно.Далее, поскольку оказалось со։ = 0, надо определить хоть со;. Из условия разрешимости краевой задачи (9). (10) (здесь надо учитывать, что cot = 0)
1՛ h vI -Ли- +—— С0-, ил , yvc =0
\ ‘ S )

определяется со.

"УоЗначит, надо определить ид Для этого, в (12) поставим СО. — 0 и определим и>։
И- j - А И'п 1 И'. 4- И;2 (18)где А - пока произвольная постоянная, и՛. решение однородного уравнения (12) с граничными условиями (8), а и\ -решение уравнения(12) с нулевыми граничными условиями ортогональное к и՛,,. Непосредственной подстановкой можно убедиться, что

I vh 

р-1 л

pnsp.

А
+ «shA^

г \ .С,еЬ ■sm -—-
А

J 7 ch + 5fsh + С ch + nsh 

\а\ а\ Г а\ а\ J а-где
= 4А1тг^ а }
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л сЬ£2^_СО5дая' \ а , I а ;
( х ’/ хл.Аь£^ сЬ£^_С08тл .

л Ч А ) I А = 0а„п

а - 2Чо;/,кР;^п ^Чв = 2^'п:Н/, + ")/2] + 5ш;[д(р-»)/2]
** Ь, *! А, Ъ. л^ р + п р~п

л _ 4к2п2тп __ Ь^р_____ С = - А
' afyyja.fi. -г^к/аУ'

Н, = -А/зЬ^А 

X а\ )
- соэнл

Т)֊АЯ *ЬГ Р
pnr.fi 

“у
СИ ~-~А. - СО5 п я Ьтт ֊ 0

к аУ )

Ьп:Р
2 "г тпа . ртса , 2- | соб - ֊ Бш--------аа. - —

I а. а, п
51П2!я(Р 4 ??2)/2] 5НГ|я(/?-/И)/2| 

р+т р-т

Ап = Н=С= I),, = О А„, = Вт = Ст = Ьт = Ол ,г (/- 1.2) являются корнями уравнений |1|/ ч' Л '------СО.Д/7/,//). - ֊я

гл -2кг2 + 1- СОо(^,7?)

5? - А’ + , 5? - к - ^,ГД՜, У - к + , . г՝ - к - ^Д?

где

А. = к2 +

+2/^ум
{рьи \р)

т
<Рх

16 я՜
Ж =<#-2 “ г т па,Ь}

Г„

X р-ч । лр<? л՛
— 41 , рч '
VI и

Сй =• о
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8Ш* |я(р + Л7?)/2| ЯПГ|к(/>-7Л)/2] $Ш‘|тг(г/ + л)/2| 81П'|тс((? -и)/2|
р + т и + п

51 РЯ
ри
а,

+ 2к^ 
а.

р-т

V
+ 

д

Ч~”

7 тс

ь՜ —®0И,и)
8

՛ ^тп

2 . рпа . отсВ
ш п = -?== $ш  ------- яш ֊՝ Рч 1 I 

а} 4Выше имелось в виду, что \]1 р1} — ортонормированные собственные функции оператора Л, с нулевыми граничными условиями, соответствующие собственным значениям Хр<..Очевидно, что % и и՛, ортогональны к и?0.Таким образом, решение краевой задачи (12), (8), ортогональное к и^, будет (в (18) надо положить А =0)
И' = И‘. + УГ2 .Следовательно,

®: = —֊[(4.^.’*’,, 
™ УиЕсли учесть, что

^, = 2 + Я сь^
₽ Р А.

+

я

+ игР С„8Ь-—-— +Г) „сЬ 
р ь, р

ряд, а ряр 
сов-—-

ЬУ

»р а, а,
+ М2, >Ь£^ + 5 сЬ2^ рла

соз֊------
*1где

и» = 4 ֊
*■

пр8\ (к{(р$})2 + к2п п р д2

"|р = 4 — 
«1

и ~ 2
4^2 = —

а,г>,

<л

2 У՝т п / .
/>■«?=> .... С1\р а пх п ։

т р гг

СО5р7СаСО5?Яр

для С02(?7?,л?). получим
/ \ 8®2(т,п) = —------- ■ I

I ч^=։ -

$1п'4[я(р - л)/2] $\пл[х(р + н)/2]

(/; ֊ п)2 (р + 'О2
ч-

Л п

•■ «2, = 4 —

2р
= 4

Л
а
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к.
яп4 [я(/> т)/2] 5т4[тс(р+ ?я)/2]

(Р + т):
— г V ^р<> 2р<1

где
К}; - т:п

(йЬ^л^д, /й,)- соз/ил (51։(рл5,д. //>,)) ')и'‘:'

(/7 5, )՜ + (/7/Л.М, )2(с1Н(/>ДЛ.П, /Й։)-С05/ПЛ (5Ь(/?Л«2Д, //>,)) ')и> ’ (р5-2)2^(/пА/д, У՜

кРЧ (к}(р.ч2У +к,пг)
М«֊^) р ~ ^;֊У)

. , ֊ (с։Ь(/?тсл;Д/д,)- со։лл (^(ряг^/а,)) ’)»'"
^от՞՜ ' -

соей я

(рг.,У +(»а}!^У

(5К(/)71г:Л,/а,)) !)»’*г)

(Тс> к:гЛкУрг,У +к2тг) _(2> кггг^,(рг,)2 +к2тг) 
А, (Г ֊г) 1 ֊ й,(г?-<)

«г.
81П~|л(р - /??')/2] 5т4[эт(^4-т)/2]^ 5Ш4(7€(<7 ֊ и)/2] Б1П + л)7 2] '(Р (/’-М)2 Д (д֊п)2 Й + Л)? ;Из предс1с1нлеиия со,(/?/,//) следукп՛ следующие случаи: а) если т и п четные, то

е ^Тг3 ЛО-(/?7,/0- ' “4= У
/?у(> а.Ь. ^ci.fi. р и֊5

( Г'^р ; _"'5? _?! 
{(Р2-1‘2У (Р2֊т-У<

■»
2ят«г»„ Е

р.<! 1.3,5

_________ ______________
(р2-т2)2(<Г-п-у (Хм֊х„„)если /7? нечетное, а п четное, тоб)

- 2 /77 И 2 У У ---------------------------------- ----------------
(Г-пг)֊(сГ - п:у(\р(1-Хтп) в) если /?7 четное, а /7- нечечнае, ю
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2Л7ЛЛ7 2_ У У —--------л Г < 2^---------------------------

г) если т и п нечетные, то
со2(т,п) ~

А? 2!"к
( ‘ *"ЛУо <-'А \!^Ь- р֊?.4.

. тКр 
[,(р2֊п-у (р2-т-)\

-2я?ИН2 „ У У /яг? / . / ,
^=2.4. Ч 2.4Итак, мы определили

РЧг>ч

формально (поскольку сходимость степенных рядов по ц не исследовали) влияние анизотропии на частоту и форму колебании# прямоугольной пластинки в виде
(О' ֊ фо 4֊ 11՜ С) 2, и՛ = и'о + Ц И , ,где со определена с точное чью до второго приближения, а и՛ до первого приближения.
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