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Հեղուկի հոսքի հետ փոխազդող շարժվող կոնտիԱւոալ համակարգերի համար տեխնիկական 
կայունության պայմանները

Լյապունովի տեխնիկական կայանուրյան ե առաձգականության տեսության մերողներով 
հետազոտված են տարածական ոշ գծային դինամիկական համակարգերի փոխազդեց արյան հարց երր 
շարժվող հեղուկի հոսքում: Ստացված են այսպիսի դինամիկական համակարգերի շարժման 
տեխնիկական կայւոնության բավարար պայմաններ:

K.S. Matvijchuk
Condition of Technical Stability <>Г Moving Continuum Systems, Interacting with Fluid Flow

Развит подход исследования нелинейных многомерных динамических процессов 
взаимодействия с потоком жидкости движущихся протяженных континуальных систем с 
помощью методов пространственной теории упругости совместно с методом сравнения и 
прямым методом Ляпунова. На этой основе получены различные по внутреннему 
содержанию обобщенные системы нелинейных уравнений, описывающие заданные 
континуальные процессы Сформулированы достаточные условия технической устойчивости 
соответствующей пространственной несамосопряженной краевой задачи, t помощью 
которой характеризуется динамическое поведение исследуемых систем ь потоке жидкости.

Получены критерии технической устойчивости пространственных 
динамических состояний длинных упругих цилиндрических тел балочного 
типа с переменным сечением при их продольном движении с заданной 
скоростью в потоке жидкости. Найдены условия, при которых наступает 
потеря устойчивости заданного пространственного динамического 
процесса. Представленные исследования опираются на результаты из [1 — 
И).

1. Постановка задачи. Уравнения движения процесса 
Рассматривается длинное упругое цилиндрическое тело АВ с 
переменным поперечным сечением, продольная ось которого в начальном 
состоянии является прямолинейной [1—5] и которое продольно 
транспортируется в идеальной несжимаемой жидкости в течение 
заданного интервала времени 7, =[/0,7С1 с 7 = /0 > 0.
X=COnst>0 вдоль горизонтальной прямолинейной траектории с 
заданной скоростью V, V — ее абсолютное значение. Заданный 
динамический процесс характеризуется следующей системой уравнений, 
записанной относительно внутренних усилий и моментов АВ :
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, .а’и', а (7, а»; VI Ъ ",(€)тк = л 1 + 7՜ й +хг(°и
+ [1 + ““^։ + а3Я2 +а3Я3

СТ СЕ СЕ \ СЕ
аггг

+ -^-А1+(1 + р;)Я։+РЛ

С'Т СЕ СЕ \ СЕ

+ ^-(РзЙ) +

֊(р.а)+
СЕ

(1)

+ —1Я,-р։Л։+(1 + р,)Я, 
СЕ

а/,0 а ГЛ анх! а, .. х д. *
р—к = — 11 + —- М. + — (а,Л/,)+—(а.Л/.) + <х։£Л - ст & ’] 2 *' се' 3 ։/

91°
Р՜^ 

СТ

֊а^+ 1 + —I ц։+а,ц,+а)ц3 
ч /

= ֊[(14. р2 )ЛЛ ]+ А [ М, к А (р։л/,) 4- р,0, -
СЕ ОЕ< СЕ ) ОБ

81V
~ 0 + Р2)2з + -V2 Н| + (1 + Р:)ц: + РзРз

СЕ
р = 1֊ [(։ + р: )м> ]+1-1 ф- м]֊ ֊ (₽։л/,)+(14- р2)£ 4-

СТ СЕ СЕ< СЕ у СЕ

4-Р1& 4-^-Ц, -Р,Ц, 4-(14-Р,)ц, 
СЕ

/"=/(0,. / = 1,2,3; а> = (а)։,со,,о3)
Соотношения л\я внутренних усилий и моментов Л/( (/ = 1,2,3) 

через перемещения точек осевой линии системы АВ (1-5) имеют вид
= _ЕЯе)_ / И + 1[М'+

' (14-у)(1-2у)\ Зе 2[^ 8е ) { дг ) {. дс )

+рХ^+р>))
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ег>=эдС[[1+^к+(1+р2)^֊р։^1 
У ое ) де Эе

а(|)=5(6)б [1+5к+(1+₽, ֊ ₽, 5
У де ) ое де (2)

м1=֊ар (1+рг)^֊р։^ 
С£ Эе

ЛЛ
(1֊*)£Л

(1 + у)(1-2у)
+ а2 , п

Эе2 3 де2

V --
(1 + у)(1-2у)

эх
де2

д2^ п д2К2'
+ а2'ТТ’ + ₽з^/ 

де де
'31

У ~ [(Л՛ I-5՜’)^Л^С—полярный момент инерции: /, = |С2^]^Ъ - момент
$

инерции поперечного
Л = | Т|* с1х\с1^ — момент

5

сечения тела АВ относительно оси е,, 

инерции поперечного сечения тела АВ

относительно оси еу. Из (1) находим безразмерную краевую задачу а 
перемещениях процесса продольного транспортирования в жидкости на 
заданной глубине длинного упругого тела с переменным поперечным 
сечением:
£^А = _ /><» 4 ± а”<> <?“■ +

дг дз2 н дз2 н0 дз д$
(4)

_ $4 Р(2) „ $ ГсЧ V дп0 ди, ди. ди.
дг от4 дз2 дз I дз дз ) ‘ дз дз дз дз

8*и> ■■ 01 д2и,
~ ' ^4 Г.Ч п 201 оз дз

. д I ди. ди.+ Ь} — —X— 
дз у дз дз

+ Ь2
дп0 ди{ ди3 , Эи
дз дз дз дз

с граничными условиями
чМ.^=<и = 1.2.3, ^|։=о = ^|5=о = о

^11 =-с^-| +с ^.1 -о 51"г1 -и^-1 
& Ь=1 с> д12 к1+сп &2 |~1 &2 1^1-« э,2 |5=1

^т|։.| =«|(?РЛ-9.). = п2^т\,-Гп^Р^«-<?«)

и начальными условиями

(5)
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= к,(з). №>Ц=ёМ I=1,2.3 
1 дз 1

р<|> _ р 1 р(?) _ р д^о $ 1 р(з) _ р дл0 -У
" н дз Еп0‘ н " дз ЕЦЬ՝ " Р" дз Е1,6

„ _ 5о'։»/л „ _ „ _ А л _ А V’
’ “2՜ ц '“’-Щ’6'—7Г’6г = —

Ь=^ у- /=2Х_ Г=_{Х_Л=П _ г 
■՝ £/,8 ’ ՝ Е50п0)15 ’ 11 EI.li? ’ Е12кЬ ’ ‘ ' 9,1

16)

К^Ч^Ер Е. - Рл -Рт + д.+Г., 8 = (1-у)[(1 + у)(1-2у)]՜'

Л = ^ + г,„ (=1,2,3, с, = Я.1 
^Т2ЕЕа

R,! я7
ЬЕНЗВ деТ՜!.,

/Чг Ч,1> 1!
----- , П-, = — , п.=--------- , 
Ш28Ь * ^Т212В---------ЪЕ12ВЬ

7’ —некоторый характерный промежуток времени для тела П Величины 
с индексом В соответствуют поперечному сечению заданной системы в 
точке В. Предполагаем, что при выбранных функциях §(з).к1{з). 
/ = 1,2,3, которые удовлетворяют нужным условиям согласования на 
границе тела ЛВ , для краевой задачи (4) -16) существует однозначное 
решение в классе непрерывных ио /, д функций, имеющих непрерывные 
производные по (, з необходимого порядка [6, 9—13).
В случае вязкой среды уравнения движения имеют вид:

= 2.Ч_(р<» 
дз: ՝ "

д:и. 
дг

52и, 
17

1 дп^ си}
//0 дз дз

д2и. 
д!։ (55՛ -(^2| а!», 

а?
о 

д.з
ди. диу 
дз дз )

дпй ди, ди-, 
+ — —1 —

дз дз дз
д‘и3

|7)

д"и3 _ дли3 
дг дз4

. д С ди. ди.
+ />։ —I —1—- 

' дз \ дз дз

+ Ь2^^^1 + Ь1 
дз дз дз дз 3

с краевыми условиями типа (5), (6). Здесь имеем
и5'= и'։ / ^ЕЗ^пд, = ^.,1 / jEI.fi, и\ = %// Ч/Е7,5
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2.Условия технической устойчивости динамических состояний 
взаимодействующего с потоком жидкости длинного упругого тела. 
Рассмотрим векторный функционал вида

К[И„«2,И5>/] = {К,[«„։],И։[И։,Г],Г,[И„/]} 18(

mvl( mvl2 У 
vi = SUP -J7- j.r c h
Fk = sup(p,“’ +.

, = sup -----,Д SEZ,

с2 = SA'S

_ rnvF, v, = sup -----
,Л SEZ. V2

2

Введем в рассмотрение, соответствующую процессу, векторную меру

p(w) = {p1(u1),p2(u2),p3(Mj)}, pJ(«l) = sup(wl)2 +

p/(w/) = sup(wy)? + sup J = 2,3 (9)
' bit- 
. &

։[f?4 
J

Для компонент вектор-функции (8] при неотрицательных величинах 
[I -(V, + /\.)], к = 1,2,3 справедливы оценки снизу 

^[«,,г]2֊[1֊(^+^)]р,(«,). ^[«,-.']й|[։֊(Ч + Л)]р.(«.) ' = 1.2 hoi 

Согласно (10) функционалы ,f] (8) являются положительно- 
определенными относительно меры р(и) (9} при выполнений условий

0<vk + Fk <1, к =1,2,3 (11)

Величины = 1 -(v* + к = 1,2,3 имеют смысл малого 
положительного параметра: Щ€(0,1]. Пусть д'Ш процесса (4)—(6) 
равно:
/, =[/0,Лр р 1 = inaxlp՜1,^;1,^,1}, К = Ац,՜՛, L = const>0 
Определение технической устойчивости аналогично (10.13J.

Полная производная по / от К |8) в силу (4) -(6) равна:
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- I ди. .

ск д!2
(М)

Зи, д2и. 
дз д։дз

”С1

д2и. _ _։ ди՝ дп0 
дз2 0 дз дз

ск д! ' д։2 (12)

д‘иг дп^ ди՝ ди2
дз2 дз дз дз

ди.
+ а,—-

3 дз
ди. д2и. ,
—---- ~ \аз
дз д։дз

(к
=2 |и,^2-(М)+п։^(М) |(8РжК1-?п)-л»^гО.։)^г('Л) + 

оюз с1 ) (Л д1
+2'гЫ6|АГ^ 

Д д! сМ дз
ди
дз

Р<3> + Аи Рн дз2 Ь1
дп^ ди՝ ди3 диу 
дз дз дз 3 дзо

^.ди,д2и, , 
֊(^3 + Г-)-1 —1 Л- 

о$ о1дз

Выражения (12) справа обозначим соответственно Л/։(г։Х|),
Л/,(/Лг), Л/,(։Д,), X, =(с„егл„г1,р)’",/,),

Х2 =(п,а„а2,а}^г,Р2,Р^,/2), 12=(п„п2,пг,Ь„Ь2,Ь2.У„Г2,Р;^,/)).
Рассмотрим вдоль решения и.(1,з), / =1,2,3 задачи (4) -(6) функции

Ф,(/,л,) = М,(Г,) ֊ Ц1 р,(«,(Г,5))
2(ц, +0

Ф,(гА,) = Ч('Л,)֊^֊тР.(«,('^)) <=2.3 03)

Теорема 1. Пусть справедливы следующие условия: 1 Краевая 
задача (4) — (6) в 1՝ имеет однозначное решение с вышеуказанными 
свойствами. 2. Для заданных функционалов 1^[:4։(/,5),/]։ / =1,2,3 
спра ведливы уеловия

Осу.+ 5 с 1 / = 1,2,3 (14)
3. В области 1՝ заданы и существуют неотрицательные интегрируемые 
функции ф.(/)/ = 1,2,3 переменного I, для которых вдоль решения 
.чД/,.?), I = 1,2,3 системы (4) —(6) справедливы неравенства
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ФХ/,\)| *$•('), / = 1,23, Ге/, Ц5)

4. В области в = {лУрЦ, :Г € /,,|у։-| < +оо,ц. е (0,1),/ -1.2,3} при условиях 
|б) для трехмерной задачи Коши сравнения 

$ = = f<»,■(*)<*. i = 1,2,3.

Х(') = Х / = 1,23, гсв/,

£е/,

существует единственное непрерывное решение 
ЯО = {у|0^о,хиХя(^/о.Я0)>Я(/>^о>х°)}

Х(Мо»/) = ехр ------- (ехр ФДт)(7т +

ехр---------
L M/+d -а,, (г), / = 1,23

5. Выполняется система неравенств

|ф,(г)ехр
'о

- dr < М։(ц. + /лГ։)* ехрLfX+^J ”

116)

(17)

118)

119)

+ / ехр 1 1
Li-4-^oJ

1 1

>/+'о.

/<>з *= Ц i = 1,2,3,

Тогда динамический процесс

Л/. = const > 0 наперед заданы

(4) —(6) технически устойчив
относительно векторной меры р(м) при V/ € /։.

Доказательство. Из условий 1—3 теоремы 1 для (12) находим

< —-—?ГДиЛм),£}ч-ФД/ДД / = 1,2,3 (2О|
(н,+0‘

При решении задачи (4) - (б) при (14). (15) рассматриваем систему 
функций

2,(0 = ^-(М),/]-<*,• (О, /=1,23 (21)
Оценки (20) порождают систему неравенств

Цт[г,(0,<М/)]. 1 = 1,2,3 (22|
(ц, + 0՜

Из (22) следует система сравнения (16), |17), Из |14] имеем
г.;(/)< у;(£,£0,/), / = 1,2,3, /е/, (23)

Из (23) для компонент И., / = 1,2,3 (20) находим

И[м(/,5:),Г] <>՝,.(£,£О,Х°) + ^(Г), / = 133, Ге/, (24)
Из (24) вдоль решения краевой задачи (4)-(6) получаем
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+ Ь։ ехр

Р,(О»ехр——

, г0,ге/1։ / = 1,2,3

)ехр —— ФДт)^т+ (25) 
р, +т_

1

При условии 5 теоремы I находим систему оценок

1
Р։(г)<С;>С.

+ 'Д
, 1^1 е I = 1,2,3 (26)

Из (17), (25), (26) следует справедливость утверждения теоремы 1
Теорема 2. Пусть условия 1 — 4 теоремы 1 справедливы в любом 

промежутке /։ с / и выполняются неравенства

1ехр - —I— > (ехр
11 +/ ■> _К,+\

Ф,(т)Л, V/, с I, (ц. + £р-՛)’ г 1. ։ = 1,2,3 (27)

Тогда исходный динамический процесс (4)-(6) технически устойчив по 
мере р(м) в области I. Доказательство теоремы 2 подобно 
доказательству теоремы 1. гак как

1 _Р'(С) < Ь ехр + 1<С., /0,/еД / = 1,2,3

Теорема 3. Пусть дополнительно к условиям теоремы 2 в 1 имеем
'о’/)+ °.(0] = 0, / = 1,2,3 (28)

Тогда динамический процесс (4)-(6) асимптотически технически 
устойчив относительно меры р(м) .

Сформулированные условия технической устойчивости процесса 
(4)-(6) нарушаются, если выполняются неравенства

V, + /;>!, / = 1,2,3 (29)
Исходный процесс будет технически неустойчивым на конечном и 

бесконечном интервале времени, если соответственно в этих областях 
мажоранты Р(!) в (25) удовлетворяют условиям

/^(/)->со, / = 1,2,3 (30)

В частности, условие (30) выполняется при г0 = 0 и произвольных I > О, 

когда р, -> 0,/ = 1,2,3. Как следует из определения величин р։, это 
возможно при Стремлении скорости V движения упругого тела АР в 
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жидкости к некоторому своему критическому значению Укр. аналогичное 
относится к скорости движения жидкости и к внешним силам 
действующим на заданное упругое тело, или эти все названные величины 
возрастают одновременно. Критическая скорость Укр движения упругого 
тела в идеальной жидкости определяется при помощи неравенств |29) и 
равна следующей величине:

v« /Ч + sqmph & J& ; I

-W, r% + sohi2pH [ш/2(/2/3+/£опоАД4-/5ХА/3)]-1 (31)

Легко убедиться, что теоремы 1—3 справедливы в случае процессов
(7). (5), |6) при учете взаимодействия системы с вязкой жидкостью, В 
потоке вязкой жидкости для Vxp имеем

vH = 3£S0n0WJZ։5-////J«,+w?A + S0A8PH 
\ от /

-Sono/։ l'՝R,+w2t2h +SQhl2P„^ I ֊ l՝R. + w2.I2h + Sohl2PH L
Д ' ds ) V as J

x [тГ՝ (ЦЦ + IS^nJi^ + lSonQhI3 )]'1 (32)

Из (31), (32) следует явная зависимость критической скорости. V 

движения упругого тела АР в потоке жидкости от других основных 
параметров исходного процесса. Изменение последних тянет за собой 
соответствующие изменения критической скорости движения системы в 
движущейся жидкости. Аналогичным путем найдем критические значения 
других параметров исследуемого процесса. Следовательно, при движении 
длинного упругого тела переменного сечения в потоке жидкости со 
скоростью, не превышающей критического значения Укр определяемого 
согласно (31) или (32), динамический процесс (4) —(б) или (?), (5), (б) 
является технически устойчивым согласно приведенным определениям
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