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Геворгян Г.В., Задоян М.А.

В работе исследуются местные поля напряжений и деформаций о окрестности угловой точки 
защемленного упрочняемого многохлнно при продольном сдвиге Полученные системы трансцендентных 
уравнений дают возможность вычислительными методами получить характерный для описания состояния 
параметр X, зависящий от физических и геометрических параметров составляющих клиньев При обратной 
постановке получаются поверхности конечно-напряженных состояний а пространст ве геометрических и 
физических многообразий конструкции многоклина. отделяйте малонапряженные состояния or 
концентрационных
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G.V. Gevorgyan, M.A. Zadoyan
The Strength of the Multi-Wedge with Fastened Boundaries under the Longitudinal Shear

Постановка задачи и исходные уравнения
Рассматривается напряженное состояние при продольном сдвиге в окрестности 

угловой точки составного тела, изготовленного из клиновидных п призм, материалы 
которых упрочняются по степенному закону:

tem 
О

где ст и е0 интенсивности напряжений и деформаций, параметр т для всех 

материалов считается одинаковым, а модуль деформации к -различным Внешние 
края клина заделаны, т.с. предполагается, что в окрестности угловой точки 
продольные перемещения равны нулю: и' = 0 . Углы при вершинах составляющих 
клиньев обозначим через а։,а2,...,(Хл> причем принимается 

Л, = а, +а, + ...+а,, Д,=0 (фиг.1).
В каждом / -ом составляющем клине имеем уравнение равновесия:

= о (I)
ог г 53 г

соотношения между компонентами напряжения и деформации. между деформациями 
и перемещениями будут:

я

18



т„ = 2*,е<Г’'г„. Ч = 2к,г0"''у„

- 1 5»,2ь- = 7?э
(2)

Интенсивности напряжения и деформации выражаются:

X1 >

Представление решения
В каждом Лом клине решение представим в следующем виде:

т„ = Х^.А'^х,, т։, = А,г(х-'>”/к,

*,=</;. х, =^/;’+хг/2)

причем / = 1,2,...,/?, а /=/,($ А) и А,-неизвестные функции и параметр, 

играющие роль собственной функции и собственного значения.
Подставляя эти решения для компонентов напряжений (2) в уравнения (1), 

приходим к системе уравнений:

(/'/,) +п/՝,х, =0, п = х[1 + (х-1)т] (3)
где / = 1,2,...,/?.

Для защемлённых краёв будем иметь условия:
/,(0А)=Л(Д,Л) = 0 (4)

На контактных поверхностях имеем условия непрерывности напряжений Тэ. и 

и*,:
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/♦[»
при 3 = А, (5)

5'=¥>
к,

причем ։ = 1,2,...,л-1.
Вводя функцию \р։(3,х)~

(6)
из (3) приходим к системе дифференциальных уравнений:

^: =

где СО2 = Х(Х+р-1), р-Х/т. 

уравнений (7) являются на: 
внешних краях -

%(0,Х) = оо,

Ц/,2 + Х2р

Гранично-контактные условия „тля

Ч'.(АА)=-»
контактных поверхностьях из (5) ֊

2 , 12

(7)

системы

(8)

(9)

гле I = 1,2,..., л-1 и-
ц, = ч/,(Л,А), V, =у,„(л,д)

Решения уравнений (7) представятся в следующей форме: 
и/. 1֊Х и/.

агсс§ — +------агс^ — = // - 3
X со со

где II. произвольные постоянные, /' = 1,2,...,л.
Используя условия (8), находим:

(Ю)

н} = - ’ 2
1-Х

а) СО

Таким образом, для крайних составляющих клиньев будем иметь:
ш. 1-Х ш. л Г,

ап^ — +------ агсг§ — = -11 +
X со со 21

1-Х
со

0<3<Л, =а, (И)

аг<^ — +-------агсгё — = Ал ֊ - 1 +
X со со 2 V

Остальные постоянные Я2,Я3,...,//к_.

в (11) 3 = А} я в (12) 3 = /1„_|, имеем:

1-Х
-9, Ап . < 3 < А (12)

со )
остаются неизвестными. Подставляя

ц. 1 - X ц. л
агсСё — +------агсс§ — = -

X со • со 2

у„ . 1 - X у„ . 
агсЦ» +------агс(£ = ая

>v со со

+---
СО

-а.

л
2

1-Х

со

(13)
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Далее используя решение (10) для /-го клина, принимая в нём $ = Л,_։ , а затем 

3 = 4» получим:

ц. 1-Х ц.
агс^ — +-------агс(§ — = Л/, - А,

Х “ “ (14)
V,. 1“Х V. .

агсг § +-------ап^ —1 = Н, - А^
X со со

причём I = 2,3,.... п -1.

Исключая отсюда /7,, находим:
V, . ц, 1 -Х|Л V. , и Л 

аг^-^-агст—+------- 1 агс1£-^ - аг<^-~ | = а, (15)
X X со со со у

причём I = 2,3,..., п - 1.
Таким образом, (9), (13) и (15) составляют систему из 2м —1 уравнений с 

2п — 1 неизвестными постоянными ц։, |13,..., |Д.П_։, V ।, V,..... Уя_(. X . последний
из которых в принципе есть собственное значение, определяемое как:

А. = Х(а„а2.... а„,5,,б2...... б„.,,т)
Оно в (2л +1)-мерном пространстве геометрических, и физических 

параметров представляет гиперповерхность, определяющая напряженное состояние в 
окрестности угловой точки рассматриваемого составного клина. На фиг. 2 приведена 
поверхность X = Х(а,р,5 = 3,м = 1/3) для 2-составного клина, построенная 

вычислительным методом

Фиг. 2
Определение системы функций /

Интегрируя дифференциальное уравнение (6) для / -го клина находим:

/, = Р, ехр
V-. >

А, . < 3 < А1
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причём ։ = 1.2,..., п , а Г)1 - произвольные постоянные.
Далее, используя условия непрерывности на контактных 

получим:
поверхностях.

D, = D} exp У. ру/Ф

</"1 <-• >
где i = 2,3,..., п . Постоянная D, = остаётся неизвестным.

Линейно-упругие материалы
Полагая т = 1, из (9) получим :

ц, = 8,v,, / = 1,2,..., и - 1 (16)
Далее, из (13) находим:

ц, = Хс^Ха։, V.., = -XctgXa„ (17)
Полагая в (15) п։ = 1 , имеем:

V . и
аг^ - агс(§ — = Ха(, 

X
/ = 2,3,..., п -1 (18)

Вводя новые неизвестные постоянные (р 1 ~
V,.., = Х1еХф0 / = 2,3,..,А?-1 (19)

из (17) получим:
и, = ֊а,), / = 2,3,...,«֊! (20)

Используя контактные условия (16), для выражений р,, и V, получим.

с!§Ха , - 5^Х<? 2 = О
Т£Х(ф, -а,)-8^Х(р,и = 0 (21)
Ч^(<Ря-1 = О

Причём / = 2,3...., п - 2 .

Полученная система состоит из п - 1 трансцендентных уравнений с п - 1 
неизвестными постоянными ф2,ф3,...фл «>Х, Исключив ф3,ф 1,...фл_р в 
принципе, приходим к уравнению X = Х(а։,а2,....ал,8։ ,8,,...,8Л_().

Гиперповерхность конечных напряжений
Для рассматриваемых упрочняющихся материалов, полагая X = 1 , условия на 

контактных поверхностях (9) принимают следующий вид:

н,(7и,г +1) -8^,(7^+։) =° <22)
где I = 1,2,..,, П - 1 .

Уравнения (13) при Х = 1 лают:
ц, = с^а,. ул_, =֊С1йа„

Соответственно из (15) имеем:
чаг^ V,.! - агс^ щ = а,

причем /' = 2,3,..., и — 1 Откуда, используя обозначения (19). получим:
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М, = ^(ф,-а,), V,., = ։&<₽,
Тогда система контактных условий (22) преобразуется в следующую форму:
с1да.|з1п ос,]1 ' ֊ 511дф2|соз ф,|՜՜" = 0

։д(ф,-«,)|Соз((?,-а,)'՜՞’֊5ддф,.||соз<₽„||=0 (23)

։д(ф»-1 ֊ал-|)|со8(ф,_, -а„.,)|'՜՞ + 8„.,с1да,,|яп а„|'= 0

причём / = 2,3...., п - 2 Полученная система имеет п - 1 уравнений с п-2 

неизвестными постоянными ф2,ф3,..., фп_։. Исключив эти постоянные, приходим 

в 2)1 -мерном пространстве геометрических и физических параметров 
ая,6|,52,..., 6л.։,я։ к гиперповерхности конечных напряжений:

Х(а,,а2,..., а.,,8,,8,,..., 8„.,,т) = 1
отделяющую зону малонапряжённости от зоны сильных концентраций напряжений.

Случай трёхсоставного клина
Система уравнений при п = 3 будет: 

из контактных условий:

1 = 1,2 (24)

причём ц, и v։ определяются из следующих уравнений:

ц. 1-Х ц. л Л 1-Х^ 
arctg — +----- arctg — = 11 +------- - а

X со со 2\ со )
v, 1-Х v, лГ 1-Х^

arcte — т------arctg — = у — 1 +------
X со со 2\ <0 )

(25)

следующих из (13), полагая в нём а, = СС, <Х3 = у, а также уравнения

V. Щ 1-ХГ V. Ы п
агс1§ — - агс1£ — +------- агс(£ — - агс1ё — = р (26,

к X со V ® /
следующее из (15), полагая в нём а2 = 0.

Приведённая система уравнений (24)-(26), содержащая неизвестные постоянные
11 ։ > Ц2 > Vи V 2♦X . определяет искомый параметр X -

X = х(а, Р,У, 5,, 52, т )

Для однородного клина, т.е. при 5, = 53 = 1 . полагая в (24) р., - . из

(25)-(26) получим:
( А \

п 1 1 ֊ Xа + р+у = л 1+ ; з — V( д'ЩТр -1)

Обозначая а + р + у = 27С5, имеем:

2 + (р - 1X1 - 25-у - (1 ֊ * (р - 1)г0 ֊ 2*)՜’

И-,)
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Для однородного клина поверхность малонапряжбнности X = 1, отделяющая 
зону конечных напряжений от зоны концентраций напряжений, будет плоскость 
а + Р + у = л. Плоскость отсекает от координатных осей а,Р, у отрезки, 
равные 7С.

Полагая X = 1, из системы уравнения (23) получим:

с^а^та'՜՜” -8^(р|со5ф|1՜'” =0
(27) 

։§((р ֊ Р)с05(ф ֊ р)1՜՞ + 32С1^|81П у|1л՛՛ = О

где обозначено (р2 = (р. Исключив отсюда <р, приходим к уравнению 
гиперповерхности конечных напряжений, отделяющей зону малонапряжбнности от 
зоны концентрации напряжений. На фиг. 3-4 в координатном пространстве ару 

представлены поверхности конечных напряжений (27) при разных 5 •, 5 , и т.

Для линейно-упругих материалов, полагая т = 1 , из (24)-(26) имеем:

сг§Ха - 8^Х(р = 0
1«Х(<р֊р)+82^Ху = 0
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Далее, исключив из этой системы tgX(p , получим трансцендентное уравнение 
относительно X -

с1£Ха<^Хр + 82<^Хас^Ху + 8։52^Хр^Ху -б։ = О
В частном случае, когда а = р = у , находим:

=£֊(> +5,+8,52)

или же

* 1 М + б.блтбл
X = — агс^ --------—-------- (28)

а у о(
При 8, —> оо, т.е. когда материал второго клина (р) слишком сильный, чем 

материал первого клина (а) , получим:

X = — агсг§ ч/б , 
а

Далее, если материал третьего клина (у) слишком сильный, чем материал

второго клина (р).то принимая 5, —> оо, находим )֊. = ֊^— .
2а

Полагая в (28) X = 1 , получим предельное значение угла

11 + §,6-, + бп 
а. = агс1§ (՛------ ։—5------ -

V $։
обеспечивающее малонапряжённое состояние в окрестности угловой точки 
рассматриваемого составного клина. В случае полубесконечной щели в (28) следует 
положить а = 2 тг/З .

Проблема малонапряжённости для случая двух составляющих линейно-упругих 
разнородных клиньев впервые исследована в [1]. В случае нелинейно-упрочяяю- 
щихся материалов такие задачи рассмотрены в [2-1]
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