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V.Ts.Gnuny, A.V. Eloyan
Optimal choice of the supports place in the problem of the rectangular plate bending

Рассмагрш։А<*гся задачп нахождения оптимального расположения опор по длине 
упругой. изотропной, прмоугольной пластинки. обеспечивающего наименьшее значение 
наибольшего прогиба пластинки.

1. В работе [1] рассматриваются вопросы оптимального выбора 
расположения опор в задачах жесткости, прочности, устойчивости и 
колебаний упругой балки.

Пусть прямоугольная пластинка размерами a, b, h отнесена к 
прямоугольной системе декартовых координат Oxyz так. что координат
ная плоскость z=0 совпадает со срединной плоскостью пластинки. По 
длине пластинки опоры расположены на расстоянии с от середины 
пластинки |фиг.1).

Фиг 1
Уравнение изгиба пластинки представляется в виде (21

= (1.1) 
где и>= у)—прогиб, д = -нормально приложенная нагрузка, 
/3= £Л3/12(1-V՜)—жесткость на изгиб. Е — модуль упругости, V — 
коэффициент .Пуассона. Л —толщина пластинки.

При предположении свободного опирания краев пластинки у = 0;6, 
прогис ^(х.у) и нагрузку д(х,у) можно представить в виде
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= £и-„(х)мпц„у, д(х,у) = У<?л(х)51пц„.у 
л®1 л-1

2<7.0) = ֊ ^О.^Ыпц,,^, (н, = пп/Ь) 

и из уравнения (1.1) для определения искомых функций й'Дх) 
получается уравнение

а 2^2% 4 / ч
+ (1.3)

ах ах
Если нагрузка по длине пластинки распределена симметрично, то 

можно рассматривать уравнение (1.3) лишь на отрезке [-с; 0.5л-с] с 
обеспечением условий симметрии

</% ,ч= 0, —— = о при Х = -С (1.4)
ах (/х

Отметим, что при произвольном распределении нагрузки по длине, 
задачу оптимизации необходимо рассматривать с двумя параметрами 
оптимизации с՝ и с2.

Обозначим
И^Дх) при -С<Х<0

Н"2п (*) ПРН 0 < х - ~ С
(1-5)

при этом должны удовлетворяться следующие условия сопряжения на 
опоре х - 0 :

%.(0) = и'гя(0) = 0>
дх х - о

дх

д\у.
дх х = 0

х = о дх2
а при х = 0.5л- С - условия свободного края

= -оГа2 М2я
+ V

дх л.. 2 = 0 
1|Х = 0 5а - с

(16)

(1 7)
Т<2) _ Т(2) _ Л■Чэ ~-Чз ох дхау х = 0.5а - с

о

= 0

Здесь М51> М12> Гп, Г13 —соответственно изгибающий и крутящий 
моменты, обобщенное поперечное и поперечное усилия.

Решение уравнения (1.3) при (1.5) суть
(X) = <7, (1 + а„,с11р „х + а2„хс11ц „х + а3п8Ьц„х + а.,„х511ц„х)/ )л‘Л>

(։
*'2, (*) = яп 0 + V *44* + + МЬр пх +

Постоянные ц։,/?•(/--1,2,3,4) должны быть определены из восьми 
условий (1.4), (1.6), (1.7), что дает
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a.» = "h = thn„c, a,„ = cbir /ch2n„c-thg,c, a., = b,„ 

b։„=HaA,IB„-bt,L,/B,
^=֊։/l-v(vshH„(0.5a-c)֊H„F./5„+VA/P.^֊*A/Mj
bt, = [a, (1 - V + F, )chn„c + p.,B„ (1 - v)shp,c - vS,shn„ (0.5a ֊ с)сЬця<г]/

/[(1-у)Вл£„֊ДД+Х,^+(1-у)1,]
A„ =(l-v + vchn„(0.5a-c)), E„ = (âhg,cçhg,c + n.c)/ch2n,c

Bn = (3 + v)shp.„ (0.5a -c)chpn (0.5a - с) + (1 - v)|in (0.5a - a)
Dn = (3 + v)sh|x„ (0.5a ֊ c)chg„ (0.5a - c) - (1 - v)p,„ (0.5a - c)
Z.„ = 2ch 'ц„ (0.5a - c) + (1 + v)sh 2цл (0.5a - c)

F„ = 2sh2uzJ(0.5a -c) + (l + v)ch‘\ir(0.5a-c)
2. Имея значение >р(х,д»), можно рассматривать следующую оптими

зационную задачу: для ç(x,_y) = c/osinÂ։x (Л., = тт/6) найти
mininaxmax vy։(x։y,c) при х€[-c;0.5a -с], уе [0;6], 0 < с < 0.5а (2.1) г I с.у

Очевидно, что для всех х е [-с;0.5а -с] прогиб пластинки v.'|(x,v) 
принимает наибольшее значение при у = Ь/2

max yvi}(x,y) = wh(x,Q.5b) 
у

И задача (2.1) переходит к задаче найти
W. = min max max и;, (х, с) при i = 1.2, х€ [-с; 0.5а-с], 0<с<0.5а (22) г I X

Введем безразмерное значение для прогиба пластинки при у - bi 2 
vv(l(x,a) = w^x^^Diq, 

где х = х/а, а - с!а .
Отметим, что при а = 0 (с = 0) получаются две пластинки длиной 

0.5a. два края которых у = 0; b свободно оперты, край х = 0 жестко 
заделан, а край х = 0.5a, (х = -0.5a) свободен. В случае же a = 0.5a 
получается пластинка длиной a, все четыре края которой 
(а - 0;- а, у = 0\Ь) свободно оперты.

Результаты решения оптимизационной задачи (2.2) для различных 
отношений сторон (У. = а/Ь) пластинки приведены в табл 1, где w։i|- 
прогиб в центре свободно опертой по четырем краям пластинки 
(а = 0.5).

Интересно отметить, что для всех }. наилучшим значением параметра 
расположения опор по длине пластинки

а. =0.282 (с. = 0.282а) (2.3)
Таким образом, величина a = 0.282 является характеристикой для 

изотропных прямоугольных пластинок. загруженных поперечной 
нагрузкой q = q, sin яу ! b. свободно опертых по краям у = 0;/?.
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Табл.1

. \ = а!Ь 3 2 1 2/3 1/2 1/3

л
0,537 0,253 0.0712 0.0431 0.0313 0.0253
1,86 3,80 14,0 23,2 31,9 39.5

Отметим также, что с уменьшением мины пластинки а 
Относительное увеличение ширины Ь} эффект от оптимизации сильно 
увеличивается и результат стремится к результату, полученному в |1] для 
пластинки-полосы, причем при л <1/3 результат почти не меняется.

На фиг.2 приведены графики зависимостей безразмерных прогибов 
йу = , при л = а/Ь = 1 для различных <х~с/а. причем Тйн
определен в центре (х = —а), а — на правом конце (х = 0.5-сх) 
пластинки по ее мине.

Фиг.2
Здесь, на оси Оа точка а. = 0.282 (с՝ = 0.282а) соответствует 

оптимальному расположению опор, обеспечивающему наименьшее 
значение наибольшего по координатам х,у прогиб пластинки.
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