
ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՍԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մնխսւնիկա 54, №2, 2001 Механика

УДК 539.3
АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 

ДЛЯ КРУГОВЫХ КОЛЬЦЕВЫХ ПЛАСТИН
Вирабян Е.Г., Геворкян Р.С.

Ե.Գ. Վիրաբյան, Ռ-.Ս Դևորզյան
Շրջանային օղակաձև սափ եզրային խնդիրների ասիմպտոտիկական լուծումները

Գլանային մարմնի առաձգականության տեսության տարածական եզրային խնդրի հավասարումների 
ասիմպտոտիկական ինտեզրման միջոցով արտածված են ոեկուրենտ բանաձևեր շրջանային օղակաձև 
սայի լարումների տենզորի և տեղափոխման վեկտորի բաղադրիչների որոշման համար, երբ սափ դիմային 
մակերևույթների վրա տրված են կինեմատիկական և խաոը եզրային պայմաններ:

Ցույց Լ տրված կոորդինատական աոանցբի փոփոխելիության ազդեցությունը ասիմպտոտիկական 
պրոցեսի վրա: Բերված են արտածված բանածների կիրառությունները լուսաբանող օրինակներ:

Y.G. Vlrabyan , R.S. Gevorgyan
Asymptotic Solutions ot Boundary Mixed problems for Circular Ring Plates

Ил уравнений пространственной краевой задачи теории упругости для цилиндрических 
тел. путем асимптотического интегрирования выведены рекуррентные формулы для 
определения компонентов тензора напряжений и вектора перемещения круговых кольцевых 
пластин Считается, что на лицевых поверхностях заданы кинематические и смешанные 
граничные условия Показана роль влияния изменяемости координатной линии на 
асимптотические процессы. Приведены примеры. иллюстрирующие приложения 
выведенных формул

1 Имеем круговую кольцевую пластину, занимающую область
Զ = {r,<p,z : < г <, /ДО < <р < 2л, - h < z < Д > Л, h « R - Ro} 

Пусть на лицевой поверхности z = -Л 
вектора перемещения

пластины заданы компоненты

u.(r^yz = -Л) = w;(r,tp) j = r,^Z (1-1}

а на противоположной лицевой поверхности z = h — напряжения 
а (г, <р, z = Л) = ծ ‘г (г, ф) J = г, ф, z (1.2)

&
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перемещения
uf(r^z-=h) = u.(r^) J = r,^,z (1.3)

или их соответствующие комбинации
а) ал,(г)ф,2 = Л) = а;։(г,<р) ;=г,ф

м.(лф,г = Л) = м;(г,<р) (1.4)
б) <J„(r,<p,Z = Л) = Gj,(r,<p)

м/.(г>ф։2 = Л) = и’(г,(р) ./ = г,ф (1.5)
Условия на боковой поверхности пластины пока ire будем 

конкретизировать Требуется определить напряженно-деформированное 
состояние (НДС) пластины.

Дли решения поставленных краевых задач в уравнениях равновесия и 
соотношениях упругости цилиндрического тела с учетом влияния 
температурного поля (1) перейдем к безразмерным координатам и 
безразмерным перемещениям по формулам

q-rjR, Т| = Ф. z/h-zz՜'/г, z-hjR, u=itr/R 
y-u^/R, w-ujR

В результате получим сингулярно возмущенную малым параметром е 
систему уравнений

dofr 1

= 0

<9o՜^ 1 ^аФ.- -1 <Уп п ---- «. -I-------+ е -------« ц. —2. +
& t> дц % ₽

= 0

‘ та )]+а0
5^ Е[ k w a/J
1 dv 1 lr , -.1

e ' ^=7k-vk+<։J+«0 
<Л_ £

1 du dv 1 1- +-------- v = а
G

(1.7)

I— + e dll 1---  = —Q
G

1 ду,՝ ..дч 1
------ + £ — = — 

С
где Е- модуль Юнга, 67—модуль сдвига, V коэффициент Пуассона. 0 
температурная функция, -компоненты объемных сил

Решение системы (1.7) складывается из решения внутренней задачи 
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справедливого на некотором удалении от боковой поверхности пластины 
и из согласованного с ним решения задачи пограничного слоя, которое 
экспоненциально затухает по мере удаления от боковой поверхности 
пластины.

Решение внутренней задачи ищем в виде асимптотического разложе
ния (2-4)

«=б?5 ив!
где ки=0 для всех перемещений и Кс=—1 для всех напряжений, а 

обозначение 5 = 0,5 здесь и далее означает, что но повторяющемуся 
индексу 5 происходит суммирование по 5 в пределах [0,5].

Считая, что влияния объемных сил и температурного поля 
соизмеримы с влиянием поверхностных воздействий, представим их в 
виде асимптотических рядов

1\
0 = в1-'е1։|(г,,т1Л) $=0^5 (1.91

1 
ап у"

. ^(Я> 2 о-Н
_ 6X7_ + 2(7+ 
ь г *

Подставив (1.8), (1.9) в (1.7) и приравняв коэффициенты при 
одинаковых степенях £ в левых и правых частях уравнений, получим 
непротиворечивую систему уравнений относительно неизвестных 
коэффициентов разложения (1.8).

Решением этой системы является
=о(^Й.П) + »';).К.ПЛ) }' = г,<р,г

а1;1 ~ <р; • Рг)

(>) „V՝-1<г2' -<7-------- + о----------- (7------- (1.10)

и,։) = и‘к*' + («л;г,ф)
Сг

и-“’ = + ; Ц֊1—+ ЛпЛ)

где обозначены

а
%о

О)

ац‘

о|_
л Ч ас1՛՜” 1^2+1ао-п+г<.)

и
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дикг"1>
Р1' = Е---------

1 ду(,"։> 1
+ уЕ------------+ у£ ~иг, гг| °"։) + у(1 + ֊ (1 + v)£aO(^)£

ди(1՜'’ 1 ду°-։) 1
Л = + ++ ^(1 + у)ц<։;:) -(1 + у)Л’а9<,>|1

с, сЬ] £
И)

гм'-։)
V?’ =֊] 

о г-
1 ™°՜”

Решение (1.10) содержит
П'՜'՛ (51') (Т^1 
игг0>и1МО> °ггО»

б неизвестных функций интегрирования
г^о.\'о,и'о, которые однозначно определяются из

граничных условий на .лицевых поверхностях г = ±Л 
Удовлетворив граничным условиям (1.1). получим

»0 = «,■“’ +7 ®Л։֊«УЧ; = -։) (ил;г,ф)

%=- «УЧ;=-в (112)2(1-у)Сг
и*<0|=и;/Я и‘<։) =0 5*0 ; = г,ф,г

А из граничных условий, заданных на 2 = Л определяются 
сто։ по) сг<։)

Удовлетворив условиям (1.2), получим

а?-Ч=стл£'> адХ)=0* 7 = г,(р,г (1.13)
Таким образом, решение краевой задачи (1.1), (1.2). (1.7) определяете?» 

с помощью рекуррентных формул (1.8) - (1.13).
Если на .лицевых поверхностях 2 = А заданы кинематические условия 

(1 3) получаем

= ֊с(«;։։>֊иг։<)-«!*’(<; = 1) + и!"= -1>) (*,^ «.V)

с^!>=-«'УЧ;=0+«-уч;=-и) < ‘>41
■ (1^)

следовательно, решение краевой задачи с граничными условиями (11). 
(1.3) представится с помощью рекуррентных формул (18) - (1.1'2}. (1.14). 
Когда на .лицевой поверхности 2 = А заданы смешанные условия (1.4). 
функции интегрирования имеют вид

= (г,ф)
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= ֊֊№> = I) + = -d) 1115)(l֊2v)
a для условий (1.15)

=֊c(u;։-’-<1” ֊«!՛>(<; = i)+«!'>(; = -])) (r,<p;«,v)

<'i=<"֊^(<; = i) иле)

Рекуррентные формулы (1.8) — (1.16) позволяют вычислить компо
ненты тензора напряжений и вектора перемещения круговой кольцевой 
пластины во внутренней задаче с заранее заданной асимптотической 
точностью, если функции, заданные на лицевых поверхностях г = ±А . 
имеют необходимого порядка частные производные, причем изменяе
мости этих функций не должны иметь порядок выше £՜՛

Решения (1.8)-(1.16) справедливы всюду, кроме зоны погранслоя 
|4,6|. Для того, чтобы оно было справедливо и в этой области, необходимо 
к нему прибавить согласованное с ним решение задачи пограничного 
слоя.

2 Рассмотрим некоторые приложения выведенных рекуррентных 
формул.

а> Пусть на лицевой поверхности 2 = -А кольцевой пластины заданы 
постоянные компоненты вектора перемещения, а на противоположной 
поверхности 2 = Л - нормальная и тангенциальные нагрузки постоянной 
интенсивности

и , (2 = -А) = и. = const

0^(2 = А) = = сопб! / = г,<р,2 (2.1)
Ограничившись двумя шагами итерации, достаточных д\я практи

ческих приложений, по формулам (1.8) - (1.13). с точностью О(£՜) 
получим

♦ А - z +
= °« + = «V-

v ( , z + 3h t A 2vG и՜
о =----- +------- <*„ +----------" L-Д а г п) 1-v г

= ֊^֊о'+-О [(2 ֊ v)z + (2 + v)A]a; +-^ 
1-v I - v I ֊ v

(2.2)

^=0- '<=-(г + АХ (г,ф)

(l-2v) , / , , .
и. = и. +■------------(z + А)(а„ ч- or. п;г’ 2G(l-v) Л ° е

—-О----- [(h1-z2)-4vh(z + h)]p’„- v Z + h
4rG(l-v) 1-v /•
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б) Пусть теперь одна лицевая поверхность кольцевой пластины жестко 
закреплена, а к противоположной поверхности приложена пропорцио
нальная г касательная нагрузка.

пДя = -/։) = О у=г,ф,2

о21(2 = А) = ог։(г = /?) = 0 аф;(2 = А) = тг {23}
Задача моделирует кручение кольцевой пластины вокруг оси симмет

рии (фиг. 2)

Фиг. 2

Итерация обрывается на исходном приближении и приводит к 
математически точному решению внутренней задачи

с = o,v, = о.. = о = о = ОГГ фф ZZ п лр

в) Лицевая поверхность 2 = -Л кольцевой пластины жестко 
закреплена, а к поверхности 2 = 7? приложена нормальная, линейная по г 
нагрузка (фиг. 3)

uy(z = -/?) = О у = г,ф,2 

a„(z = A) = eT,(z = A) = O 

Q„(z = h) = g0 + G,r

(25)

Фиг. 3

u;=0 j = r»9,z
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Вычисленные по рекуррентным формулам (1.8) - (1.13) компоненты 
тензора напряжений и вектора перемещения, с точностью О(€2) имеют 
вид

I [/> ч - п ч +] (г3 * * *-Л2)(1-4у)/ \
и. =—(А-г)н. -г(к + г)и, +-------------------- \иг -иг* 2А1 * Н 8Аг(1-у) У 7

Из решений (2.2), (2.6), (2.8) рассмотренных примеров следует, что 
итерационный процесс в отличие от прямоугольных пластин (2,4), не 
обрывается и не приводит к замкнугому решению даже при постоянных 
внешних воздействиях. Причиной этого является изменяемость
координатньус линий, . обусловливающих переменность коэффициентов
первой квадратичной формы

Решение внутренней задачи однозначно определилось в результате
удовлетворения граничным условиям при г = ±А, следовательно ։ это
решение не будет удовлетворять граничным усилиям на боковой 
48

= о0+а։г, =а^=—^(со + ст.г

= —;(Л-Фр %=афг=04 иф=0 (2.6)

и, =֊ -֊Л(з + Л)<*։ +7777---- ֊[(Л;-г2)֊2(1֊2у)Л(г + А)]сг1 ..
1-у6 4(7(1-у)
- / /.ч0 + ^)(1֊2у)/ \и. =м. + (г + Л)---------------- ֊(а0+а.г' ' £(1֊у) ' 0 ' ’

г) лицевым поверхностям пластины сообщены постоянные перемеще
ния

и, (г = ±А) = и= сопб! / = г,<р,г (2.7)

Напряжения и перемещения, вычисленные с точностью (9(е2) . такие

= ———• (и.* - и՜)+ ——— -—— к(и* + и՜)+ - г(м* - ) 
(1-2у)Л ՝ ■ 1 1 Аг(1-у) 1-2у к ' '7 * 2 к

(1-2у)Лу * *' Лг(1-у)[_ 1—2у
(«,’ + и՜)+ — (2 -у)(м* - и՜)

ат = “ |л(։< +гС)+2(г<л ~1С )!■ = —(։<’ -։<). =—"(»« _н՜)
'ч> о/։/- ՝ ф $ $'■* п ՝ г ' 2/։ 9

(1-у)6’ / , \ 6 Ау ( + _\ г / ,•= ...----- 1М -м 1+— -------- (п 4-м I---- 1М -ы 1
(1֊2у)/Г йг[1-2у' ' 2' г \

п' о? ~2^г + +^и՝г ։*и>9=о/ _++1 
Хг I • ^«4 I



поверхности пластины (за исключением простейших случаев). Условиям 
на боковой поверхности будет соответствовать решение пограничного 
слоя. Это решение строится обычным образом и известным образом 
осуществляется его сращивание с решением внутренней задачи [4.6], что 
для данного класса задач — предмет отдельного рассмотрения.

Из (1.14), (2.8) следует также, что выведенные рекуррентные формулы 
не пригодны, когда пластина из несжимаемого материала. Для таких 
пластин необходимо установить иную асимптотику.

Авторы выражают благодарность Л.А. Агаловяну за советы и 
внимание к работе.
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