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О ЧАСТОТАХ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ И 
ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ ДЛЯ ОРТОТРОПНОЙ ПЛАСТИНКИ

В СМЕШАННОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ 
Агаловян Л.А., Гулгазарян Л.Г.Լ. 11.է!դւււլովյաե, Լ.Գ. ՂհղղագարյանOppntnpnui սափ խւսոը եզրային խնդրում սեփական տատանումների հաճախությունների և սահմանային շերտի մասինելնելով առաձգականության մաթեմատիկական տեսության եոաշափ խնդրի դինամիկ հավասարումներից ասիմսլտոտիկ եդանակով դուրս են բերված սալի սեփական տաժանումների հաճախություների որոշման հավասարումները: Ապացուցված է, որ գոյարյուն ունեն սեփական արժեքների երեր խումբ Երկու խմբերը համապատասխանում են լայնական տատանումներին, իսկ երրորդը երկայնական՛: Որոշված Լ սահմանային շերտի լուծումը, արտածված Լ բնութագրիչ հավասարում, որի արմատները որոշում են սահմանային շերտի մեծությունների մարման արագությունը: Ցույց է տրված, որ սեփական արժեքների յուրաքանչյուր խմբին համապատասխանում է սահմ։սնային ֆունկցիաների իր դասը՜ L A, Agbalovfan, LG. GhulghazaryanAbout frequencies of free vibrations and boundary layer of orthotropic plate in the mixed boundary problemИсходя из динамических уравнений трехмерной задачи математической теории упругости. асимптотическим методом выведены уравнения д/.я определения частот собственных колебаний пластин. Доказано, что существуют три группы собственных значений для случая, когда одна из лицевых поверхностей свободна, и на другой поверхности заданы смешанные граничные условия. Двум группам собственных значений соответствуют сдвиговые колебания, а третьем группе-продольные колебания. Построено решение пограничного слоя, показано, чго каждой частоте собственных колебаний соответствует сиое семейство пограничных функцийСобственные колебания ортотропной пластины, когда на одной из ее лицевых поверхностей заданы однородные условия относительно компонентов тензора напряжений, а на другой — однородные условия относительно вектора перемещения, рассмотрены в 11 ). В данной работе, исходя из динамических уравнений трехмерной задачи математической теории упругости, асимптотическим методом выведены уравнения для опредсле ния частот собственных колебаний пластин при других, представляющих наибольший интерес, случаях граничных условий. Доказано, чго существуют гри группы собственных значений дуя случая, когда одна из лицевых поверхностей свободна, а на другой заданы смешанные граничные условия. Двум группам собственных значений соответствуют сдвиговые колебания, а третьей группе - продольные колебания Построено решение пограничного слоя и показано, что каждой частоте собственных колебания соотаетствует свое семейство пограничных функций1. Гребуетсй определить ненулевые решения динамических уравнений пространственной задачи математической теории упругости для ортотропного тела [2.3] в области D = {x,y,z ՝. х, у շ D0,\z\< h}, занятой 
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пластиной, где £)0 — срединная поверхность пластины, характерныйразмер которой (. (А<< I). при следующих однородных условиях: на лицевой поверхности г=Аа„(А) = 0. с„(Л)=0. а„(Л) = 0 (11)на поверхности г—-А одна из следующих трех групп условий:П ^(֊А) = 0, ив(֊А) = 0, а/,(֊А) = 0 (12)2)1Г(-Л) = 0, (7(֊Л) = 0, ал(-А) = 0 (1.3)3) И'(-Л) = 0, ао(-Л) = 0, И(-Л) = 0Решение поставленной задачи будем искать в виде: С/ = м(х,у,г)е*',
(14)

=ол(х,у^)ем, п,т = х,у,г\ цк = 1,2,3; (С/,К.И') (1.5)Перейдем затем к безразмерным переменным ^ = х/^,£ = г/Л и безразмерным компонентам вектора перемещения и-и/(.

замены переменных придем к следующей системеУ = у/£, После подстановки (1.5) в динамические уравнения и
Ъ

*7» 
ап + £՛' до.1 

а;
+ £֊2(0.:и = 0, ду д'.у£ --- +-----= а.4Опа; ап 44 "5а12 да,2 Зстп .ди д^—— + + Е + Е со:у = 0, е — + — = а$$аП (16)

ап а; а; №,Эа13 да23 ди д\՛—12- + + Е + Е *Ш.И/ = 0, ----+ ֊֊ = 42^0.,
X, ап X, ОП 3» '

ди ду
О,|ИП +а։?а22 +апа53' “ “ Д12СТЛ +а22а22 + Л»°33

СЛ]е’1 —= в|3ап+а23а22+а„см, со: = рА2со\ е = Л//Система (1.6) представляет собой сингулярно возмущенную малым параметром Е систему уравнений, решение которой будем искать в видеа»=е-и'а^(^п.О,и = е’и('’(5,П.О. * = 0Л («'Л*') (1.7) где ай —любая из компонент тензора напряжений. Подставив (1.7) в (1.6). получим систему для определения а^, и"\V՛”, и՛'” . Из этой системы все1 можно выразить через функции и ”', V и ՛', и/ ’ ՛
о;:’ " А ду*-1’ ди"՛" ан'՛" 
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ди™

а(о 
°23

«55 I <4

1 £у<։) сМ’՜”

о<» = —
։2 -

1 ^и-») д/и-1>

А - «12 Д։2 + а22Дп а23А։3, Д|։—апа22 а12, Д22 - а22й3? а2У
△зз ~ апазз ~а13’ ^12 = °1за?з “а12азз» =£։па23 —а։2а։з

Д23 =«22*13 ~«12«23функции же м1,),У(,),Н'(') определяются из уравнений:л2„(» дМ'> + а44со.\(,) =лу-1>2
Ау-п = _

“«55

-а 44

R“-"2. Для
а2у(,-։)= а։։--------
апа;определения

. ^Г1)1
^Г11 ,

+ дв
Э2и('-’> А 
------------- А

ааГ,՜11 '

(1.9)

частот собственных колебаний рассмотримсоотношения и уравнения (1.8), (1.9) для исходного приближенияУчитывая, что =0, у = и, уду при т<0, имеем уравнения:
д2ит + а55<о?и(и> = 0

а2^-։)

лГ° = -

5 = 0

,-г>'2

а^(0)̂  + ^<№=0 (2 1)
Д„^С + Ди^<о>=0

а для компонент тензора напряжений получим:
(о> _ * дм<0) п(0) _

13 “ » °23 ~

(О) _ _ (О)
°22 ’ Стзз

<х,_ △„ ^(0) (0) _~ > ан ” . (2.2|
Решения уравнений (2.1) будем искать в виде

= «.<0‘(€.пМ0>(О. *<’> =у‘»’й,п)у<0>(о> =^<О)Й.Т1)^։(О (23>В результате имеем34



w(0> = C[0) sin v'a55œ.Ç + C^- cos^'ô^'w.Ç
v<0) _ ^.(0) sjn + £(o> cos (2 4j

ww = C5(0) sin7Д/ДП©4 + C<0) cos-Ja/Ah®.^
c;0)fen) = uJ°M0\ Cl0>feTl) = viV>C/O)&T1) = i = 1,2; к = 3,4; j = 5,6Рассмотрим данную задачу при граничных условиях (1.1), (1.2). По формулам (2.2) определяются компоненты тензора напряжений и, удовлетворяя этим граничным условиям, придем к трем независимым однородным алгебраическим системам уравнений. Из разрешимости этих систем (определители равны нулю), получим следующие характеристические уравнения и значения частот собственных колебаний. Возможны следующие четыре случая для сдвиговых собственных колебаний: a) sin у[а^оа. = 0 => œl'j = пп / ^'«55=0 => col*’ = Ttn/yja^ neN (2.6)б) cos^a^œ. =0 => = п(2л-l)/(2^J5 )sinсо. =0 => 0)(.^ = nn/yja^ neN (2.7)в) sin yja$i со. = 0 => a!” =nn/y[â^cosTô^œ. =0 => ©Ç = n(2n-\)/(2yfa^') ne N (2.8)r) coSyfa^to. =0 => = л(2и - l)/(2-Jô^)cosT^Lœ. =0 => = n(2n-\)/(2jâ^) ne N (2.9)a дчя продольных собственных колебаний имеем:cos27a/Auco. = 0 => ©if = 7с(2н - 1)7А|| /△ /4 п е N (2.10) Собственными функциями собственных сдвиговых колебаний являются а) м<0) = Cj°} costqiÇ, v(0) = С^։ cosnnÇ (2.11)б) u(0) =Cl(-0>sin<2n-l)Ç/2, vw = С^} cosiwÇ (2.12)в) h(>) = cosK«Ç, v<0) = sinn(2n-l)Ç/2 (2.13)Г) U(O) =C։(n0)sinn(2«-l)Ç/2, v(0) =C3(°>sinn(2n֊l)Ç/2 (2.14) а для собственных продольных колебаний:

ц,<»> =-------- --------------СО5П(2И -1)(1 -Ц/4 (2.15)со5я(2я ֊ 1)/4В случае граничных условий (1.1), (1.3), тем же способом можно получить частоты и функции собственных сдвиговых колебаний Придем к следующим двум случаям:а) со$2у[а^(й. = 0 => о/.1/= 7г(2>:-1)/(4,/а^) пе№ (2.16)
ц<°> = С’Г?cosn(2n-l)/4 cosn(2n-l)(l֊Q/4
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sinJaTco. =0 => =iui! Jal neN ’ П у №1
V(0) - ^4? cosnn^6) cos 2^6255 co. = 0 => coVJ = л(2л-1)7(4^55) n g N

(2.17)
(2.18)C<0)m(0> =---------------------- costc(2k -1)(1 -q/4cos л(2л -1)74cos^'<3^co. =0 => = л(2л-1)7(27^7) n e N

v(0) = C^ sin n(2n-1)^72а для продольных колебаний частоты определятся по формулам собственные функции — по формулам (2.15).Граничным условиям (1.1), (1.4) соответствуют:a) sin Ja$sсо. = 0 => co?J = лл 7ne N

и'** = C(J СО5ЛЛ^cos2v^co.=0 => со<2) = л(2л֊1)/(4ч/л44) neN

v«» =
r(0)

_______ V-_4n________созл(2л -1)74 cos л(2л- 1)(1-Q /46) cos7a55co. = 0 => coi'J = л(2л-V)/(2yjass)

u{Q) =C(J sin л(2и-1)^/2cos 2y/aA4 co. = 0 => col2> = n(2n-1)7(47^7) neN

v<0) = cosn(2w ֊1)74 созл(2л-l)(l-Q/4

(2.19)
(2.10), a

(2.20)
(2-21)
(2.22)
(2.23)

а для продольных колебаний частоты определятся по формулам (2.10), а собственные функции — по формулам (2.15).3. Рассмотрим вклад высших приближений. Решение системы (1.9) будетзависеть от того, какое значение СО. взято за основу вычислений, надо рассмотреть все варианты значений частот собственных сдвиговых и продольных колебаний. В результате общее решение системы (1.9) будет иметь вид
= Е[С,1'>5тл/а„(0(.2<; + С^с087а5։^ + »/')]

|-։.2.р

V1” = Е[С£ sin + С2 coSA/a„a(.2<; + v<։’ ]
/-1.2.Р

(3.1)= Z[C)^in7A7AllO)«C + C‘'„>cos/A/A,l<’(; + w,l'>]
/=։.2.рО» =— ^[7^w‘2(C,V։cos^»‘^-C‘’4in7a^<oJ!,4)+^-l +1 а>-1)
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а» = ~ (с‘,”со5 яп +֊֊]+
“44 1*1.2.р <Л_.

1 ди/1 ՛’
4----------------

а„ Зт|

°» =— Х^Д/д^Лс;՛’ соз^д / д„ со‘.% ֊ с<,” з;п л/д/ д„ + 
а Й1.2.Р

[ЭЙ>Г> д,3 <*■>■>՝ д„ а?-'>

дС. △ <тг| Д дс, где и}։), у<$), ш-г> являются частными решениями соответствующих уравнений системы (1.9).Удовлетворяя граничным условиям (1.1). (1.2) и учитывая данные для исходного приближения, получим систему уравнений относительно неизвестных переменных , откуда следует:
с1„ ../ГК.И-1)4-/Х&пД) с,„

27вй®^>с08у/^Г“>’ ’ 2А։ш<4’։1Пуа։։ш1;’с<։> = <р!,,,(^п.-1)+ф‘,)К.п.1) с(։> = Ф1?«,П-1)П.1) 
соз^аи<а^' ' 4'” 2у[а^и>?п' зт

с։,1 = 9<.!| (4> П) со» у д / Д,, и)? + У?* (£■ п) л/дд, > со1.? ЯП уд / д „ ®1;'

С05 2л/д/д110)1։д)

с<։) = V?1 (5>Т|)СОЗ 7д / Д,, со{.; 4- е(̂  (5,Г|)Б1 п л/д / А,, 0)1՛,; 

7 ДД |, (д(.։/ СОБ 2%/ Д / Д,, й)^

М.2.Р

дуу^ 
Эг)

«ш
а։»/)= ч гл 5у1։,> л V л
9. ’&П) = [Д,։-т— -Д„ X -77՜-Ди-^՜

13.2)
(3.3)
(3.4)

(3.51
- Д! IД®(С£ сох 7д / д,, ®У - Я)П 7д / д,, со';’)

Ф?’Й.П) = - = -1)֊СХ СО5<Д/д„®(.? + 51ПVД/Д,Х’

«-1.2.РПри граничных условиях (1.1), (1.3). после соответствующих нреобразо- 37



ваний формулы (3.3), (3.4) остаются неизменными, а для получим:r<։) = /?)(4.T].l)cosya^co<.;) + F,|,)fer|)7a7col;1 sinja^co!;1
։ Рн I (п) n / i п)yja^(a\pn’ cos2yaJsco;/_____ ,____ __ (3.6)c,.) T + f,(,>U,n)7^<1 со* AX?'
'f՞А‘"(С.П) = ֊ E“,’" К = -D + C,(‘i sinTo^w*.’* - C’;1, cos^col;1

/■1.2.PПри граничных условиях (1.1). (1.4) формулы (3.2). (3.4) остаются неизменными, а для Cj*}rt, С^п получим:с„) _ фУ’^.П.РсозТа^сйУ + V^'<ol;iK*,1(4,-n)sin7a7co<.;1 7a44“-»J c°s27“Z՜“-'’с,„ = Vg44<o^>^,>fen)cos7^7<o‘;) +q>(,,)fen.l)sinV^7<ol;) ТЕХ-Г cOS2^o><?= - X= *0+c3?isin - с1ьcos
/-1.2.PОтсюда следует, что высшие приближения не влияют на частоты собственных колебаний, а влияют лишь на амплитуды этих колебаний. Отметим, что в приводимых решениях присутствуют неизвестные пока постоянные интегрирования. Они определяются известным способом [2] в ходе сращивания решений внутренней задачи и пограничного слоя.4. Выясним вопрос существования и определим решение пограничного слоя при граничных условиях (1.1), (1.2). Построение решения погранслоя осуществим также, как в (2.4,5].После подстановки (1.5) в динамические уравнения и замены переменной = 5,/с решение погранслоя будем искать в видеa,t =e''“a‘;Un.Oe՜4’. и = е'и|։'(пЛ)е'ц'с,, = £,/е = х/Л, s = Q,N («,v,w) (4.1)В результате получим систему, где все можно выразить через функцииv‘/(индекс "b" означает, что данная величина относится к погрднслою (от слова "boundary’"))= 7 л △ 12

<Ч‘՜'' 1л (-> л д^’
-у, ^2з

а։”
° 224 Ди ы и<,>_д M2

АД,гид Лп
1

А
1

(4.2)
a (О

и‘"д
. <П

△>« ах ЛД23Ий
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а мя функций и(ьг\У^\следующие уравнения:
аи) - — 
а12Ь “

«бо 1_ дх\
-Ху<’։ ои) = — 

°136
«м

си ■ 1 м-՛1՜ст * = - ■ - —-+•
«44

I ЦР 1 А22 ( ф2 ц(*> ! Г^Д23 _ ^(,-1)

«и Ч △ Г I Л а„ ) д£△п£М2 /21+ ,К’+ГкД-2±, х.. * • V«* • I ' ► к • ' “* "Ч
△ д^ ) I А 14.3}
I Э2У<'> 

«44 а;2

\ $ 2

+ — + ©: 
И«

у<’>
к<։~" = х ди?" 1 а2<,}

а«, $П а4. <71]д..-» _ ХД„ ЭуГ'1 Эо^1 д<,-,> _ л» Э’уГ △ дг) сЬ՜] ’ 2 Д £г|д^Из (4.2) и (4.3) следующие уравнения составляют полную систему для определения величин СГ^, СТ^,
I д2у?

«44
(44)

ои’ = — 
°236 ~

«4.

а(1> а —
° ’26Решение этой системы называется решением типа антиплоского погранслоя. Общее решение дифференциального уравнения из |4.4) имеет вид = У^ 4- У^. где У^о - общее решение однородного уравнения, аУ6(" — частное решение неоднородного уравнения Рассмотрим нулевое приближение $=0 для системы (4.4). Дифференциальное уравнение относительно У^0> преобразуется в обыкновенное однородное дифференциальное уравнение, решением которого будет:Ч0) =С1^(п)51п^а44(Х2 /а^ ч-ш.2)^ + +со.2)^ (4.5)Вычисляя значение напряжений из (4.4) и подставляя в граничные условия (1.1) и (1.2), придем к однородной алгебраической системе уравнений относительно С^Сп) и С^(т]). Из разрешимости этой системы получим характеристическое уравнение для определения значений показателя экспоненты )■.,Возможны следующие два случая:
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n cosv/«4<։(X2/a66+cob = 0 => (4.6)=>4 =7^0։2(2^“l)2k,neN2) sinx/a44(X2 la6<, + <o?) = 0 => (4.7)=> Ain = yja^n'k2 -(а2.яа4Л)/а^ k,neNСобственными функциями являются соответственно11 VJ” = С,<1(п)sin ^2к՜^ <; l4.8)
21 vt0> =Сам(П)С05Л^ (4.9)Остальные уравнения из (4.3) и (4.4) составляют полную систему уравнений для определения а{^, cr}]J, а22б> aw» “ь* и Р«шение этой системы называется решением типа плоского погранслоя. Из дифференциальных уравнений относительно и^, вытекает дифференциальное уравнение четвертого порядка дляЛнДг755 4 + [(а Д22 + со. Д)Дпа$5 X (а55Д23—Д) +•
+ Д2(Х2 + <о2а55)]----- |- + Да55(Х2Д22+со.2Д)(л2 + а).2«55)^° = R?՜"

(4.101
Я‘։՜" = Да։։[(Х!Ди + ы.!Д)а։։Я''՜'’ — + Д \ -]

> 1L • 4 (У՜ Jа для и\'' получим
= •*> + + W - “֊ (4.11)5, =ДДи/5, 5=Х(Х2Д22+со.2Д)(а55Д„֊Д)5, =((Х2 +со2й55)Д2 -Х’(а55Д23 -Д)2)/(а555), 53 = Д2/5'Общее решение дифференциального уравнения из (4.10) имеет вид ^‘'=11’^ + ^”' Рассмотрим исходное приближение з = 0. Уравнение (4.10) преобразуется в обыкновенное однородное дифференциальное уравнение, решением которого будет>4°՛ = С??» с°5р,Ч + С™, ։1пВ,+С'°Д СО5(}г^ + СГД втр,«; (4.121 , = (ДггД,,а5;1 + Д՜ ~(а„Д„ - Д); +|Л2Даи(Д,|Д5; + Д) + Уд2Д,,До„/) = (Д,,Д||а։5. +Дг-(«„Д23 ֊ Д)!+ц?Д<։5։(Д„а5։ + Д))! ֊ (4.13)- 4ДиД!«։։(Д։։ +Дцг)(1+с։5и’), со.
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Из 14.11) мя и*0) полупимM‘0) =X(P,(S,X2P? ֊^)(C,(P°> sinP,?.C-C'“\cOs₽,X0+ (4.14)+ р2(5,vp> -S2)(C<« sinp2֊ C<“’, cosPX))Подставляя (4.12), (4.14) в (4.2) и н граничные условия (1.1). (1.2), придем к алгебраической системе однородных уравнений, из условия разрешимости которой получится характеристическое уравнение для определения X(Х;Д„ + рсо.2А)((Л,+ ЛгЛ։)51п2Х(р, -р2) ++ (X,^-4,H։)sin2X(P, +Рг)) = 0
Л, = кр;(SXPJ ֊S2)֊ 1, А, = р,(A„X(S,Vp? ֊S2)֊ Д„)

Л։=1р2(5,Хгр2-52)֊1, Л4=р2(Дг,Ц5,??р2֊52)-Д„)Для ортотропных материалов А>0, в силу чего уравнение (4 15) упростится:(Л։Л4 + Л2Л3)51п2Х(Р։ -р2) + (Л։Л4 - Л2Л3)sin2Х(р։ + р2) = 0 (4.16)В уравнение (4.16) в качестве параметра входит (О и каждому его значению из (2.6)-(2.10) будет соответствовать счетное множество X В силу свойства пограничного слоя необходимо ограничиться теми значениями X, у которых ReX>0. Таким образом, каждому' собственному значению со соответствует свое семейство пограничных функций.Аналогичным образом определяется решение пограничного слоя при граничных условиях (1.1)-(1.3) и (!.!)-(1.4).Сопряжение решений пограничного слоя и внутренней задачи, в частности. можно осуществить методом наименьших квадратов и,ли методом граничной коллокации (2,3) Литература1 Агаловян М.Л. К определению частот собственных колебаний и собственных функций в пространственной смешанной краевой задаче для пластин // В сб конф.; Современные вопросы оптимального управления и устойчивости систем. Ереван. Изд-во ЕГУ, 1997, с 128-֊ 131.2. Агаловян А.А. Асимптотическая теория анизотропных пластин и оболочек. М.гНаука, 1997 415 с3 Лехницкий С.Г Теория упругости анизотропного тела. М.: Наука, 1977 416с.4. Агаловян М.Л. О решении пограничного слоя в задаче на собственные колебания полосы // В сб. конф.: Современные вопросы оптимального управления и устойчивости систем. Ереван; Изд. ЕГУ. 1997. с. 131-135.5. Гулгазарян Л.Г. О пограничном слое в задаче о собственных колебаниях двухслойной ортотропной полосы при неполном koi п акте между слоями // В сб. научн. тр.: Математический анализ и его приложения. Ереван. "Манкаварж", 2000. Вып. 1. с.110-117.Институт Механики Поступила в редакциюНАН Армении . 7.02.200141
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