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Stress State in the Vicinity of the elastic wedge vertex

Задача определения особен кости у вершины киша обычно решается в 
цилиндрической системе координат Р Алексаняном (1,2) предложен метод решения задач 
анизотропного клина п прямоугольной системе координат Этот .метод используется здесь 
для случая изотропного клина Оказывается, что метод Алексаняна существенно упрощает 
решения задач изотропного клина в случаях . когда хотя бы одна из граней клина 
закреплена. Кроме того, решение в прямоугольной системе координат позволяет установить 
возможность появления логарифмической особенности

1.Рассматривается задача плоской деформации и обобщенного пло
ского напряженного состояния бесконечного упругого клина с однородны
ми граничными условиями на гранях. Уравнения равновесия в прямоу
гольной декартовой координатной системе имеют вид
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Здесь и, V - перемещения, к = 3 - 4v для задач плоской деформации и 
. 3-v
К = — —для задач обобщенного плоского напряженного состояния.

1 + v
Решение системы (1.1). следуя работе Р. Алексаняна [2], представ

ляется в виде
и = Л(х + 0у)х, у = 2?(х + Р>У (1.2)

Подстановка (1.2) в систему (11), показывает, во-первых, что случай 
л —> 1 следует иссследовать отдельно. Согласно итоговой статье 
G.В.Sinclair |3] при X 1 возможно появление логарифмической особен
ности. Во-вторых, получается, что характеристическое уравнение имеет 
кратные корни.

Р = ±1 (1.31
При наличии кратных корней недостающее линейно-независимое ре
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шение можно найти путем предельного перехода, например,.
(х±гу)х-(х±оу)х . / . и-1

11т’-՛ —~ = ху\х+‘У) (> о
Таким образом, общее решение системы уравнений (1.1) представляется в 
виде

и = Л,(х + />)х + А3у(х + />’)х՜' + А>(х - iy)k + Л4у(х - (у)1՜1

v = Я,(х + iy)k + В2у(х + <у)х*‘ + Ву(х - (у)х + Влу(х - iy)K՜'

Подстановка (15) в систему (11) определяет связь между произ
вольными постоянными А։ и В։

к

X
й. =Ц --Aj.B, = iA2, 

Л
А< ,В4= -։А4 (1.6)

/
Если ввести полярную систему координат
x = rcosG, у = г sin 0, 0 £ 0 £ 2п, 0 £ г < да (1.7)

то общее решение (1.5) с учетом (1.6) приведется к виду
и - г* [я։ехв + Л2е‘(л",)в sin 0 + Л/Г*® + Л4еЧх'|)в sin о] (1 8)

м + sin 6 - [м, + i И, У“ - /Ле՜'”-1* sin 6

2 .Рассмотрим частные задачи Пусть обе грани клина жестко закреп
лены

и = V = О при 0 = 0, <р (2.11
Непосредственная подстановка (1.8) в (2.1) приводит к известному 
условию существования нетривиального решения (4)

Л'51ПХф±Х51Пф = 0 (2.2)
определяющему показатель особенности X.

В случае, когда грань клина 0 = ф закреплена, а грань 0 = 0 свободно 
скользит, граничные условия имеют вид

и0 = 0, ст^ = 0 при 0 = 0, и = v = 0 при 0 = ф (2.3)
Имея в виду известные формулы связи между полярной и 

прямоугольной системой координат [5]
и, = и cos 0 4- vsin0, ue = -и sin 6 + vcosG

o„ = Ст]։ cos2 0 + ctk sin2 G + 2ct12 sin 0cos G

aeo = an sin՛ $ + ctu cos2 0- 2ct։3 sin 0cos0 (2.4)

ст^ = (ct„ -CT։l)sin0cosG + CTa(cos2 0-sin: 0)
легко показать, что граничные условия (2 3) эквивалентны следующим 
условиям:

v = 0, — = 0 при 0 = 0, u = v = 0 при 0 = ф (2.5)
ду

Требование, чтобы решение (1,8| удовлетворяло граничным условиям 
(2.5), быстро приводит к установлению известного уравнения (4). 
определяющего собственные значения задачи
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A'sin2X<p-Xsin2<p = О (2.6)
Наконец, рассматривается случай, когда грань клина 8 = ф жестко 

закреплена, а на грани 0 = 0 имеют место условия Навье 
(антис кользя ши й контакт)

и, = 0 . = 0 при 0 = 0, u = V = 0 при 0 = (р (2.7)
Несмотря на то,что условия Навье широко используются для других 

задач теории упругости, в частности, в теории изгиба пластин, задача с 
условиями Навье для клина ранее не исследовалась (по известной нам 
литературе). Она не приводится также в упомянутой итоговой статье (3).

Согласно (2.4), легко показать, что граничные условия (2.7| 
эквивалентны условиям:

н=0. 5v/.dy = 0 при 0 = 0, u = v = 0 при 0 = ф (2.8) 
Выражение для dv / ду в полярной системе координат имеет вид

Sv _ V, (М/"'* + [«(* ֊ + (л - 1)е'(х-։)0 sin о]л, + 1
Ту ՛ ~Г ֊ [/(* ֊ - (X ֊ sin ф, |2'91

С учетом (2.9) из условий (2.8) при 0 = 0 получается
Ау=-А,, А4 = А2 (2.10)

Использование (2.10) в граничных условиях (2.8) при 9 = <р приводит 
к следующей системе однородных алгебраических уравнений 
относительно постоянных А}, А2:

։А} sin Х0 + А2 sin 0 cos(X -1)0 = 0
iA, cos X0 - A2 [fcX՜ 1 cos X0 + sin 0 sin(X - 1 )0 j = 0 (2.11)

Приравнивание нулю детерминанта системы (2 11) приводит к урав
нению. определяющему собственное значение X

к sin 2Х(р + X sin 2<р = 0 (2.12)
З Как было указано выше, решение вида (1.2) не дает возможности 

исследования логарифмической особенности. Многочисленные случаи 
логарифмической особенности в задаче клина приведены в [3].

Нетрудно проверить, что решения с логарифмической особен костью 
вида

и = Л(х ± iy) ln(x ± iy), v = B(x±iy)\n{x±iy) (3.1)
также удовлетворяют системе уравнений (1.1). При этом, соответствующее 
линейно-независимое решение находится предельным переходом, анало
гичным (1.4). и имеет вид

и = Су[ln(x ± iy) + 1} v = Dy[ln(x ± iy) +1 ] (3.2)
Таким образом, общее решение с логарифмической особенностью 

запишется следующим образом:
и = At (х + iy) ln(x + iy) + Л2у|1п(х + iy) +1] т

+ Л, (х ֊ iy) ln(x - iy) + Л>[1п(х - iy) + 1

v = В՝ (х + iy) ln(x + iy) + В2у In(x + iy) +1 + }
+ Вг(х- iy) ln(x - iy) + В4у[1п(х - (у) + 1
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Требование, чтобы решение (3.3) удовлетворяло системе (1.1), устанав
ливает следующие связи между постоянными А, и /3:

£,=Ц-АЛ2, B2=iA3, В3 = -(iA3 + kAJ, В. =-iA4 (3 4)
Решение (3.3) записывается в полярной системе координат. Рассмат

ривается задача с граничными условиями (2.1). когда обе грани клина зак
реплены. Из удовлетворения условиям при 9 = 0 получается

2iAt = А(Л2 + AJ, 2iA3 = -А(Л2 + Л4) (3.5)
Требование, чтобы решение (3.3) (в полярной системе координат) 
удовлетворяло условиям (2.1) при 0 = <р. приводит к следующим 
равенствам:

(к +1 )sin (р In г + sin ср + А(рcos<р](Л2 + Л4) + крsin <р(А - А4) = 0

(A -l)sin(plnr-sin<p + <pcos<p](/l2 - А4)~ npsin (р(/1; + А4)~ О

Из (3.6) следует, что логарифмическая особенность возможна при 
условиях

A = l, (pcos<p-sin<p = 0, sin (р = 0 (3.7)
Однако последние два условия противоречат друг другу. Следова

тельно. логарифмическая особенность не имеет места. В [3] другим 
методом получаются только первые два условия из (3.7) и этим 
утверждается наличие логарифмической особенности клина с 
закрепленными гранями.

Аналогичным образом устанавливается невозможность появления 
логарифмической особенности ,\ля клина с граничными условиями (2.3) и 
(2-7).
Заключение. Показано, что решение в прямоугольной системе координач 
удобнее применять для задачи клина, когда хотя бы одна из граней клина 
закреплена. Получено уравнение, определяющее собственные значения 
для клина с условиями Навье на одной грани и закреплением на другой 
Предложен метод исследования возможности логарифмической 
особенности.
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