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Main problem՛; of a potential theory for partial composite circular cones

Получены точные решении ълддч Дирихле и Нс Амана дм» круго&ых состапных полных 
или неполных конусов конечных длин. Когда поьсрхмостъ радделл различных материллоп - 
коническая или полуплоскость Исследуется поведение гармонических функций и 
окрестности иершин полных или неполных ՛ оставим։, конусов

В работе приводятся точные решения некоторых основных задач 
теории потенциала для области, ограниченной конической и сферической 
поверхностями, а также двумя полуплоскостями, проходящими через ось 
конуса Рассматриваемое тело состоит из двух различных материалов с 
различными физическими характеристиками а. и а2. Поверхность раз­
дела различных материалов либо полуплоскости, либо же коническая 
поверхность. Основная цель работы - изучение поведения гармонических 
функций в окрестности вершины неполных составных конусов в зависи­
мости от свойств материалов, типа граничных условий и геометрических 
параметров.

Аналогичные вопросы для однородных конусов исследовались в 
работах 11-5]

1. Поверхность раздела материалов коническая
Пусть потребуется решить трехмерную задачу Дирихле

д ( ՝ ди \ 1 д (. -ди \ 1 Э2ы л
— р —+----------- 51П0— +—7----------г = 0
др< 5ш0 (Я) 51п*0 скр*
м(р,0,ф) |,= ио(р,0,ф) (0 < р £ Я.О £ 9 £ 0,.О £ ф < ф0) (1.1)

когда на конической поверхности 0 = 0, раздела различных материалов 
соблюдаются условия сопряжения

л л Эи(р,0. -0,ф) дм(р,0. +0,ф)
и(р.9,-0,ч>) = и(р,0, т0.ч>). а,--------—--------= а,----------—------- - 11.2)

<30 гО 
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где (р,0,ф) -сферические координаты, причем О<0։ <02 .
Сначала приведем решение следующей задачи Штурма-Лиувилля с 

разрывом:
[зшОФ'] + [v(v + l)-p2 sin՜2 о]ф sin0 = O, (О<0<02) (1.3)

|ф(0)<оо. Ф(02)=О, Ф(01֊0)=Ф(0,+0), а։Ф'(0։-О)=а,Ф'(0։+О) 

где ц., — заданные числа = /ж/(р0).

Собственные числа vAp>0 задачи (1.3) будем определять из
трансцендентного уравнения

Ф*Л)=0

Собственные функции задачи (1.3) будут 
(у,(в).

(1.4

ф„(е)=

Уо (в,)

(o<ese,)

(е,<е<о2) (1-5)

1де использованы обозначения

^(3)=<“'(cos0). ^(O)=a7;(cos0), а0=— . Ц,=~
а 2 Фо

Л (9)=Z (0)>'2 (б. )-л (б,)у2 (0) (1.6)
Здесь Р/(х). Q.^(x) - происоединенные функции Лежандра.

Уо (61)= С., 

sin0։
(1-7)

Система функций (ф^ДО)} ортогональна с кусочно-постоянным

2

весом <?<>(©)
0J
|ф.,(е)ф„(0)ао(е)51п0</0=8„<1>։,

о
(1.8)

где 34я —символ Кронекера,

й)х,=
sin02

2v*,+1
фо(0г)ф„'(0։)֊ф„(е։)ф»,'(0г)

(>. 4Р։ <е^0г) л ' ’ с/0

Решение задачи Дирихле (1.1)- (1.2) ищем в виде двойного ряда 
Фурье:
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« 2
«(р.6.<₽)= X-------- ^(Р)Ф»,(&)»ПИ,<|> (110)

Л.р-1 Фо ^кр 
обращение которого будет 

0;ФО
Лр(Р)= | |оо(э)и(р,9։(р)ф4р(о)51пе51пцрф^0^ф (1.11)

о о
Умножим обе части уравнения (1.1) на £о(0)Ф4р(О)5т05т р рф и 

проинтегрируем по области (0< 0< 02,0< ф < ф0). Пользуясь очевидными 

преобразованиями, для определения функций ХдДр) получим обыкно­
венное дифференциальное уравнение второго порядка 

/
Р*-’С, (р) -У11ДуД(, + 1)^(р) = Д,(р). (0<р<Я) |1.12»

К(0)|«ю. ^(Л) = 4 (1.13)

где
дФ (0 )ч’1'

4>(Р) =8Ш02---- -------  (м(р,02,ф)5ШН ф</ф +
О

+И, |[«(р,е,о)֊(- О'«(р,9,<р0)]ф‘'(о)уо) м 
’ 81П0

Э.-Фо
Л, = | |Со(е)и(Л,0։ф)Фдр(0)5тО5тцрф<У0«/ф (1.14)

0 0
В силу граничного условия (1.1) величины /^(р) и можно счи­

тать известными.
Решение уравнения (1.13), полученное методом вариации произволь­

ных постоянных и дальнейшим предельным переходом, имеет вид

Подставляя найденные функции Л\Др) из (1.15) в (1.10), получим 
окончательное решение задачи Дирихле (1.1)-(1.2). При этом ряд (1 10) 
будет сходиться абсолютно и равномерно со своими первыми производ­
ными в замкнутой области, если граничная функция н(р,0»ф) удовлет­
воряет условиям: а) непрерывна; б) имеет непрерывные первые произ­
водные везде, кроме точек окружности (р = 7Д 9 = 0։>О< ф < ф0) ; в) в 
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точках этой окружности первая производная функции ио(р,0,<р) по О 

имеет разрыв типа (1.2). Короче, функции ио(р,0,ф) и 6О(0)^֊ должны 
дО

быть непрерывными.
В частном случае, когда функция Д»(р) имеет вид

4(р)=^„ (1-16)

для А'^(р) из (1.15) получим следующее выражение:

х.„(р) = -1 +-------------------------------
(а֊%)(^р + а + 1)

'рУ* А£? ш и. О 17)

В том случае, когда число а совпадает с одним из корней 

уравнения (1.7), выражение для Л\;,(р) получается из (1.17) путем

предельного перехода, когда <х —

^(Р)=4,Н

\. Л }
+—

2% + 1
(М8)

Из полученного окончательного решения (1.10), (1.15)- (1.18) следует, 
что асимптотика гармонической функции в малой окрестности вершины 
составного, неполного кругового конуса, при р « R. будет иметь вид

а) /<(рАф)* 2-^п'Г^ 

Фо «и

б) и(р,0,ф)»-В։1 Ф|։(0)5ШЦ։ф-
(1 19)

В)
2у„+1

֊1 Ф„(е) мпц,ф (а = у,,)!<(р,е.<₽)» а„-
я] Ш

где

в в"
+<х + 1)

Путем дифференцирования из (1.19) можно получить асимптоти­
ческие формулы для производных гармонической функции.

На фиг 1 приведены графики функции ^1|((рс,,0й)=С. обусловлен­
ной трансцендентным уравнением (1.7) (задача Дирихле) для различных 
значений С=1.4;1.2; 1;0.8;0.6

Аналогичным образом можно решать задачу Неймана дзя 
рассматриваемого составного тела. Здесь отметим только, что в случае 
задачи Неймана собственные функции Ф^(б) выражаются формулами 
|1.4) - (1.5), а собственные числа будут определяться из трансцендентного 
уравнения
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(1.7')<<(e2)=o

Фиг. 1 Фиг. 2

Для сравнения, на фиг. 2 приведены 1-рафики функции 
и, к. ^)=с, для задачи Неймана (уравнение (1.7')) для следующих

значений постоянного С։ = 1.35; 1.2; 1;0.8;0.6 .

2. Поверхность раздела материалов-полуплоскость
Рассмотрим задачу Дирихле (1.1) для составного конуса 

(О < р < R,0 < 6 < 0С,О < ф < ф0) при граничных условиях первого рода 

и(р,0,ф) |, = но(р,0,ф). когда на полуплоскости
(0 < р < /?,0 < 0 < 0о,ф = ф։) заданы условия сопряжения двух материалов
/л / л <Мр,0,ф։-0) Эи(р,0,ф.+О)и(р,01ф1֊О) = «(р,0,Ф։+О), а,—^֊—1----" = а2— „ J----- - <21)

Оф Оф
Решение гармонического уравнения (1.1) ищем в виде ряда Фурье

X (о)
и (р, 0, ф) = £ £ —Р՜“' (cos 0)Ф (ф) (2.2)

(О, =
2v*,+l J0O

xo=cos0o

Для задачи Дирихле являются положительными корнями

уравнения ‘‘р (соб0о) = 0 при заданных Функции Фр(ф). 

(р = 1,2,...) являются собственными функциями задачи Штурма-Лиувилля 
с разрывом

ф'(<р)+ц:ф(ф) = о, ф(0) = ф(фо) = 0

ф(ф,-0) = Ф(<р, + 0), а, = а 4Ф(^+О) (23)
б/ф (кь

Нормированные собственные функции задачи (2.3) при условии 
5ШЦРФ։ = 5тц/,ф2 * 0 имеют вид
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Е,ф,(ф)
sinH^jSinH^, (0<ф5ф,) 

sinnp<p,sinpp(<p0-<p). (<p, £ф<ф0) 
где

2б' = <?,а0 sin2 ц,ф2 + ф, sin2 ц,<р,, а0 = а, /аг. <₽, + <р, = <р0 (2.5)

а собственные числа определяются из уравнения

8шр/,ф|со5ц/>ф2+а0со5ц/?ф18тцЛфг = 0| ц,>0 (2.6)

Нетрудно проверить, что уравнения (2.6) и Pv’"'(cos0o)= 0 имекп 
простые действительные корни

Система функций {фДф)} ортогональна на отрезке [О, ф0 ] с 

кусочно-постоянным весом С0(ф).

)с։(ф)фДф)Ф (фрф = 8о б0(ф)=. (27)

» ' [1. (Ф։<Ф-Ф։)
В случае cospp<p։ = С05|Дрф2 О функции можно представить в виде

vM<p)=
a0։cospF(p2sinpp<p, (0<ф<ф։)

cos црф, sin (ф0 - ф), ( ф, < ф < ф0)

2бр = Ф1<4՜ cos2 Нрф’ +(p2 c°s2 Мр<Р| (2.8)
В частном случае, когда ф։ = ф2, функции ФДф) определяются 

простыми формулами

е,фДф) =
GJ1 sin ррф, ррф0 = 2пр, 2е; = ф։а՜' + <р2. 

sing/p, И,Фо=(2Р“1)*> 2£р = Ф|а0+Ф/-
(2.91

Обращение разложения (2.2), в силу (2.7) будет

^(р)= J (С0(ф)ы(р,9>ф)ф/>(ф)/£'(cosG)sinO JGtAp 
о о

(2.10)

Применяя метод Гринберга к уравнению (1.1), для определения 
неизвестных функций А^(р) получим дифференциальное уравнение 
(1.13), где

ОоФо
4, = I (с0(ф)м(я,е,ф)Ф,(ф)^'(созб)$։п0 сЛМф

о о
rfPVi“'(cOS0o) 

л,(р)=®ьв։—Q—
9с
|с0((р)м(р,е0,ф>1)Д(р>/ф 

о

dQ
— (2.11)
sin 9

+ ] иСр,е,ф0)Ф, (фо)-аои(р,в,0)ф(, (о) p;'”(cos0) 
оL J

14



Функции ЛГ*р(р) будем определять по формулам (1.15) при 
обозначениях (211), а окончательное решение задачи Дирихле дается 
формулами (2.2), (1.15) и (2.11).

3. Задача Дирихле для составного полного кругового конуса 
конечной длины

Пусть круговой полный конус состоит из двух различных 
материалов (с физическими параметрами <*| и а2), которые разделены 
друг от друга двумя полуплоскостями (ф - ±Ф] > О<р</?,О<0<0о). 
Потребуется решать неоднородное уравнение Лапласа (1.1) для 
составного конуса (0 < р < R,Q < 0 < 0о,֊я < <р < я) конечной длины при 
граничных условиях первого рода

к(рА»<р) = и։(р։ф). м(Л,О,<р) = и2(0,ср) (3.1|

Для простоты рассмотрим случай, когда правая часть уравнения 
(1-1) и функции (3.1) четные относительно полуплоскостей ф = 0 и 
ф = ±я. При этом задачу будем решать только для области (0 < (р < ~), 
удовлетворяя условиям симметрии

аи(рДО) дм(р,0л)
Эф

и условиям сопряжений двух различных материалов
/Л m / л лч Зи(р,0,ф։-0) дм(р,0,ф. 4-0) _ц(р,0,(р, ֊0) = н(р,0,(р։ 4-0), а,—iLL-irj----- = а2—■ ■ ------ - (3.3)

Эф Эф
Решение задачи Дирихле для полного составного конуса ищем в 

виде двойного ряда Фурье
■V—.j:. (р)

«(Р.о.ф) = EI֊— (cos0)ф (ф) (3.4)

где р? и являются неотрицательными корнями уравнений 

(ф,+Ф2 =я)
а05Шцрф։ cosg^j 4-sin|x/p2 соэцд, = О. PJ^(cos0o)= 0 (3.5)

а функции Фр(ф) имеют вид (при СО5Црфл*0 , к = 1,2)
[cosp cp.cosp ф, (о<ф<ф>)

£А(ф)= ( \ \ ‘3-6>[со5ц,ф2со8цДя-ф), (ф։<ф<я)

2к2р = а.ф, cos2 Црф2 4- а2ф2 cos2 цл<р, (р = 0,1,2,...)

Числа СО* р определяются по формуле (2.2'1 с учетом (3.5).
В частном случае, когда <р։ = ф2 = 0.5тг, для функций Ф ,(ф) будем

иметь

«рфДф)=
со։ц,<р, (ир=2р)

V«i“j Ро (<p)cosn,<p, (н„ = 2р)
4s, =(a,+ct2> (3.7)
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Функции Ф?(ф) ортогональны на интервале [0,л] с весом р0(ф)

)р0(ф)<1>,,(ф)Ф*(ф)^Ф = 6 Ро(ф)=<а”^ Ф<<₽’) (381

о |а2> (Ф| <Ф^п)

Аналогичным образом для определения функций ^(р) получим 
дифференциальное уравнение (1.13), где

_ . . <#С'(СО50о)1г . . . .
Д' (Р) = (р)+ 5Ш 0О —-------- I и, (р, ф)р0(ф)Ф,(ф)Жр

°в ®
Пб՝(р.е,ф)р;^(со500)51пОр0(ф)фДф)4/о</ф 
о о

л, = | 1«։(0,ч>)/’.՜,“'(со5 0)$։п9ро(ф)ФДф)с№б/ф (3.9)
о о

При этом решение уравнения (1.13) при обозначениях (3.9) дается 
формулой (1.15). Окончательное решение задачи Дирихле определяется 
формулами (1.15) и (3.9).

После нахождения из (2.6) или из первого уравнения (3.5), 

корень уравнения Дм'(соз0) = О можно определять следующими 
приближенными формулами [6.7.8):

*М У^ + 1/2 =

где 0 =» 0 , а 
(м^О)

б) Если 0

1֊-(1-(4и-1)У^)51п:(6/2)^О(51П։(0/2))

Уц —любой не равный нулю корень уравнения Д(2) = 0 

близко к Л. то

V ։ р + А +
Г(2ц + * + 1)

Г(р)Г(|х + 1)Г(* + 1)
|х—Г 
I з ) . (и >0; * = 0,1,2,3...)

\'^* + 21пГ—— !
кл-0/

в) Если 0 = л / 2. то
у^ц+1 + 2* (ц>0;

г) При 0 = л/2 имеет место
_ _ л ЦЛ (2к + 1)л

^ + 0.5)0 ==- + — + ------- ֊
4 2 2

(ц = 0; *=0,1,2,3...)

*=0,1,2,3...)

(р>0;у>0; * = 0,1.2,3...)

Приведенные формулы предусмотрены для нахождения положитель­
ных корней ур.^внения Р^‘'(сО5 0) = О Известно, что числа V и -(у + 1) 
одновременно являются корнями вышеприведенного уравнения На 
этой о», ново можно определить все отрицательные корни
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