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Լ Ա. Հարությունյան ճարեր պարանակող բաղադրյսդ լուսնաձև մարմնի առաձգականության տեսության մեկ հարթ խնդրի լուծումըՕրկբեեո կոորդինատային համակարգի և Ֆուրյեի ինտեդրալի օգնությամբ, տրված է շրջանային աղեղներով սահմանափակված առաձգականության հարթ տեսության բաղադրյալ մարմնի մեկ խնդրի լուծումը, որը պարունակում է սիմետրիկ ճարեր բաժանման մակերևույթի վրա:Մասնավոր դեպքում, երբ բացակայում են ճաքերը կամ նյութերը միացված են կոնտակտային գծի երկարությամբ, ապա խնդրի լուծման համար ստացված է փակ լուծումՑույց է. տրված, որ եթե բաղադրյալ մարմնի վրա ազդող արտաքին ումերը և նյութերի երկրաչափական չափերը նույնն են. ապա լարվածային վիճակը կախված չէ նյութերի հատկություններից:Քննարկված Լ [արումների վարքը ճաքի և միացման մակերևույթի ծայրակետերում՛
L.A. Haroutunyan

On one plane problem of elasticity theory inhomogeneous Moonshapc body ilh symmetrical cracks

В настоящей работе с помощью биполярных координат и аппарата интеграла Фуры. 
дйно решение плоской задачи теории упругости для двух областей. образованных 
пересечением дуг окружностей имеющих симметричные трещины между материаламиВ работах (4-9) приведены решения задач для составных тел. имеющих на границе раздела материалов трещины. В этих работах рассмотрены слои, круговые кольца, дуги окружности и прямоугольникиВ данной работе рассматривается плоская контактная задача теории упругости для области, состоящей из двух внутренних луночных областей с различными упругими характеристиками. На контактной линии имеются две симметричные трещины, превращающие область в двухсвязную (фиг. 1).
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Задача решается при помощи функции напряжений в биполярной системе координат сх; (3. которые связаны с декартовыми координатами х. у соотношениями (1-2]
xg(a, Р) = sh a, >g(a, р) = sin р, ag(a, р) = ch а + cos р (1)где а - параметр биполярных координат.В биполярной системе координат первый материал с упругими характеристиками PpVj занимает область a G (-оо;оо), р е [0;Р, ]. а второй с упругими характеристиками Ц2, v2 — область а е (-оо;со), р е [р2;0].Функция напряжений Фи(а,р) (zn = 1,2) удовлетворяет бигармони- ческому уравнению в биполярной системе координат [1-3]X+244+֊֊2A+2֊+iW)=o 

да՝ эа2ар2 эр4 да- эр2 ) т = 1,2 (2)Напряжения и перемещения выражаются через функцию напряжений следующими формулами:
д даа'У= (сЬа+созр)—у-зЬа —+ ։тр —+ сЬа ($Ф„)ор оа ср 

420
(cha + cosp)^-?-sha-^֊ + sinp^-cosp (g<P„) da со сф

qiат1"’ = -(cha + cosp)—-(^Ф.) da ср (3)
aU*

(chа + cosр)Г. 2у чдФ„2цт I; "’да Эр
aV Jcha+cosP)r2н даеле Т„(а,р) (т = 1,2) — бигармоническая т = 1,2функция. связанная сФт(а,р) (zzi = 1,2) формуламиgT„ (a, р) = (1 - V .) [ if ֊ 1)в »л \ "/JJ(<acc2 эр2 J (гФ„)<*ыр (4)Пусть трещина находится в промежуткеа е (-со,-а2)и(-а1,а|)и(а2;оо) и р = 0Граничные условия для напряжений равносильны следующим условиям для функции напряжений [1]:иф.)1р.|,_ =<р„(<4 =ч/.(«) <5։р-р.Предпод$1гаем. что ФЛ1(а) и Ц/т(а) (т=1,2) удовлетворяют условиям разложимости в интеграл Фурье.На линии контакта имеем следующие условия:
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д(§Ф„) _0 р.о՜
^фД.о=о(5Ф.)1М = (£фг)Ц

а с (֊ со,со)а е(-оо,֊а;!)о(-сх1;а1)и(а2,оо)а е (֊ а2 ;֊а։ )и (а, ;а2) (6)

Чо = Ч.о ае(-а2;а,М<х,;а2)Учитывая симметрию, бигармоническую функцию напряженийФ.(а.₽) т = 1,2 удобно представить интегралом Фурье такого вида:
Р) /|п(а,р)соз.аА (т = 1,2) <71где

/т 0>Р) - Лп, 0)сЬ+ Вп (/)зЬ /р$Щ Р + См (/)$Ь /рсозр + (/)сЬ фэШ Р (8)Удовлетворяя граничным (5) и частично получаем следующие системы уравнений для контактным (6) условиям, определения неизвестныхинтегрирования:
А('.Р„)=ф„(')
/.('.0)=огде величины фда(^) иФурье функций (рт(а) и

Л('.Р„)=Ч'„(')Л(։,0)=%(/) „. = 1,2фл(/) (/и = 1,2) являются преобразованиямич,„(«) (»> = 1.2)<₽,,(') = и֊1ч>т(а)соз/аЛх ^0Фл,(0= и- кот(а)с05/аб/а /н = 1,2 (Ю)

%(/) — пока неизвестная функция, которая определяется позже.Разрешая систему (9) для неизвестных Лт(/), Вт((\Сю(() и~ 1,2). найдем значения через неизвестную Х(( Д(.)=^(/), £>„(.) = ֊.СД.)(։)=_ >Н(Ц^2Р^%(()+ Н1>Мшр,.

5Ыр„,со5₽„ -։сЬф„5тРо дО) ф<ло/К 5Ь21рп, +/5ш2рт / ч 5Ь/Рт81Пр
'сЬ/р„8тДч-5Ыр,„со5Р„ „ / ч т = 1,2

а

$



△ ч0)=5Ь3фя,֊Г51П:Рв,Неизвестная функция Х(։) определяется из следующей системы парных интегральных уравнений, которая получается из смешанных контактных условий (61: жрЛХфтгаЛ = 0 а € (0,а,)и(а3,оо)о Ц2)|[л/(/)Л'(г) + Лф)]$т/аа7 =0 а € (а|։а;) и
где

М (‘) =----- • л'(') =2дЖ(')Дэ(0 = -Д,(/)(/сЬф։ 8Шр| +8Ьф։ С05р, )ф։(/)+ △ , (г)кЬ ф, 8Шр։у, (/) + + ЛД. (г )(гсЬф2 $т Р. + $Ьф2 со$р2 )<р2(г)- ЛД,(/)$Ь/р, зтР2 у,(г)△(/)= ($Ь2ф( + I 51П р, ХзЬ2фг - г БИГ р2)--Л(вЬ2/Р3 +Г5>п2Рг ХбЬ^Ф։ -Г ею2 Р։) _н.(»-уд)Н:0֊У.) (13)В случае, когда размеры областей и внешние усилия одинаковыд.е р, =-р,, ф2=(р։. ц/2 =-у,, то из (13) получим■^0=^4т(зЬ2Ф.1-'5^213.)
1 + Л гзЬ 1Р| соб Р« )<Р|0)]МОКак видно из (12). решение поставленных задач не зависит от упругих характеристик составляющих материалов. Аналогичные результаты для других областей были получены в работах [4-91- Применяя преобразование Фурье, получаем интегральные уравнения Фредгольма второго рода

/())=! ][(Л/(т)-т)Х(т)+ ^(т)lлr(r.т)rfт 
Л/ 'или Л/Г“]К(''т)Г(х)£/т+/^(г)

(15)
116)где

г(0=[(л/('Н)М)
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+*)», -«йф+тОа, 5т(< -т)аг -$т(г -т)а, (),.

/+Т I-XВ частном случае при а։ =а2 %(/) = 0 и решение совпадает с решением, полученным и работе [7), а при а։ = 0, а, =оо %(/) = МО
М(г)решение совпадает с решением, полученным в работах 17-9).На линии контакта характер нормальной напряжений в точках а = а։ или а = а, после некоторых преобразований имеет вид

ст(Ма)| = 1 ) ։тто.,! |а-а,р +|а + а,|՜։
71 о! V / (18)

-51пта? а2 -ар +|а2 +ар У(т> + Я(а)
При « = «, или а = а2 на линии контакта нормальные напряженияимеют особенность порядка — . В представленном виде член, содержащий 2особенность в точках а=а։ и а = а7, разделен «//(а)~>0 ври й=а.

или а = а2.Для исследования поведения напряжений в окрестности края поверхности контакта х = а (т.е. <х = со) в случае о.,=0 и а,-со М)=-лг(0/м(/)). нормальное напряжение представим в виде
аа‘"’1 [|г!(1 + е’")։+й(1֊е'’о)+2е'°]^е։('*")Л (19)

Интеграл (20) по вещественной оси дополняется интегралом по верхней (при л < 0 или а<0) или нижней (при х > 0 или а>0) полуокружностями радиуса R —> оо с центром в начале координат Применяя теорему о вычетах, представим (19) в виде бесконечного ряда

где 1к =^к -ггц - корни уравнения д(/) = 0 (с,А >0, тц >0).Очевидно, характер напряженного состояния около края 
х = а (а = со) определяется величиной мнимой части первого простого корня /։=£։-*Л։ уравнения △/= 0. При Г|( > 1 имеем нулевое 



напряженное состояние, а при Т|։ <1 имеем концентрацию напряжений.В случае Т)։ = 1 напряжения на краю поверхности контакта конечны.
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