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Ն.Ն. Շավրսկաձե
Վերջավոր մասում ամրացված փոփոխակւսՕ կոշտության ներդիրով անիզոտրոպ սափ ծռումը

Աշխատանքում դիտարկվում է փոփոխական կոշտության ներդիրով անվերջ աՕիզոտրււպ սափ ծոմաե 
կոնտակտային խնդիրը Ներդիրի և սափ փողազդեցության անհայտ միզի նկատմամբ ստացվոէմ է 
Պրանդտփ ինտեզրո-դիֆերենցիւպ հավասարում: Անալիտիկ ֆունկցիաների սերողներով, ներդիրի 
կոշտության փոփոխության որոշակի օրենքի դեպքում, այդ հավասարման լուծումը ներկայացվում է 
բացահայտ տեսքով: Ստացված Լ ներդիրի ծայրերում կոնտակտային միզի եզակիության կարդի 
նվազեցում:

N.N. Shavlakadze
Bending of Elastic Anisotrope Plate, Reinforced on a Finite Site by inclusion of Variable Rigidity

В работе рассматривается контактная задача изгиба бесконечной анизотропной 
пластинки с упругим включением переменной изгибной жесткости. Относительно 
неизвестного контактного усилия взаимодействия включения с пластинкой получается 
интегро-дифференциальное уравнение Прандтля. С применением методов теории 
аналитических функций решение этого уравнения представляется а явном ниде. при 
изменении жесткости включения специальным законом. Достигается уменьшение порядки 
особенности контактного усилия в конце включения.

Контактные задачи взаимодействия упругих изотропных пластин с 
тонкими упругими элементами, в виде стрингеров и включений, а также 
связанные с ними библиографические справки изложены в работах (1-4]. 
Показано, что контактные напряжения вблизи концов накладки постоян­
ного поперечного сечения имеют особенность порядка квадратного корня, 
такое же поведение контактных напряжений остается в случае, когда 
поперечное сечение накладки изменяется по эллиптическому закону |51. 
Для упругого изотропного клина, подкрепленного на конечном участке 
стержнем, площадь поперечного сечения которого изменяется по линей­
ному закону, построено решение в [6]. а для анизотропной полубесконеч- 
ной пластинки —в [7]. Доказывается, что контактное напряжение вблизи 
тонкого конца накладки имеет особенность порядка меньше 1/2, а в 
случае, когда поперечное сечение накладки изменяется по 
параболическому^закону, контактное напряжение вблизи тонкого конца 
накладки становится ограниченным [8J.

Контактные задачи об изгибе изотропных пластин, подкрепленных 
тонкими включениями (жесткими шли упругими), рассмотрены в работах 
(9—12]. Эти задачи сводятся к интегральным уравнениям со специальной 
характеристической частью, решения которых ищутся в классе 
неинтегрируемых функций.
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Нами исследованы контактные задачи для конечных или бесконечных 
пластин с упругими накладками переменной толщины (переменной 
изгибной жесткости) (13—15). относительно неизвестных контактных 
напряжений получается интегро-дифференциальное уравнение, 
характеристической частью которого является интегро-дифференциальное 
уравнение типа Прандтля. Это уравнение в некоторых условиях изучено в 
(16—17|, но когда коэффициент при сингулярном операторе обращается в 
нуль любого порядка в концах линии интегрирования, уравнение 
качественно изменяется, в частности, оно эквивалентно сводится к 
сингулярному интегральному уравнению третьего рода.

В данной работе рассмотрим упругую анизотропную пластинку под 
действие.*.! изгибающих моментов на бесконечности: Л/ ’ = Д'/ , Л/ * = О 

По линии: у = 0, 0 < х < I она подкреплена тонким упругим включением 
переменной изгибной жесткости £>0(х). Требуется найти контактные 
усилия взаимодействия включения с пластинкой.

Наличие подкрепляющего включения вызывает скачок обобщенной 
поперечной силы в пластинке. Используя обозначение:

< />= /(х.-0) - /(х,+0) . имеем:
<ИЛ >=<И” >=<Л/? >=0, <М ՛ >=ц(х), 0<х<1 (1)

где IV -прогиб пластинки, IVМ. , -соответственно угол поворота, 

изгибающий момент и обобщенная поперечная сила в пластинке. ц(х) - 
неизвестное контактное усилие взаимодействия включения с пластинкой, 
причем |1(х) = 0 при х € (0,)) и удовлетворяет условиям равновесия 
включения:

! I
= 0, рц(/)Л = - Л/, + (2)

о о
где М1 и Л/2—неизвестные моменты на концевых сечениях х = 0 и 
х = 1 соответственно.

Относительно прогиба включения С00(х) получается следующая 
краевая задача:

4тО0(х)^тш0(х) = ֊н(х), 0<х<1
Лх

Ов(х)о>;(х)|։.։=Л/,1 О0(х)а։;(х)|1,|=М, (3)

[о։ (х>; (х)/1 = 0. [йа (хХ(х)| | = о

где /?0(х) = £0(х)/^(х)/12-жесткость включения на изгиб. Л0(х)- 

толщина. а /:0(х) - модуль Юнга материала включения.
Как известно. (18), напряженное состояние тонкой анизотропной 
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пластинки определяется прогибом средней плоскости И/(х,>у), который 
удовлетворяет дифференциальному уравнению четвертого порядка:

֊■ + 42>|6 ֊ + 2(Р,2 + 2^) + 4О26 °֊'~ + (4)
дх дх ду дх ду дхду} ду

Осуществляя условие контакта включения с пластинкой
^(х,О) = що(х) (5)

решение краевой задачи (1—5) будем искать в классе функций №(х,у).

имеющих вторые производные, ведущих себя как г՜'"'2 при приближении 
к течкам (0,0) и (1,0) и ограниченных на бесконечности.

Общее выражение для функции №(х,у) зависит от корней р(, |12, 
р,, р2 соответствующего характеристического уравнения:

РК = 2Яе[И'1(2,) + ^(2,)], (И1#ц2) (6)

где и №2 (г2) — произвольные аналитические функции комплекс­
ных переменных; 2։ = х + р։у, з2 = х + ц2_у, ц։ и |12 —комплексные или 
чисто мнимые постоянные: р։ = а + /р, ц2 = ри).

Общие выражения дчя моментов и перерезывающих сил (при 
ц։ * |12) имеют вид:

М,=-2МА^) + МЖ)1
Л/х=-2Ке[9|^Дг,) + 9,И7(2,)]

МЛ/=-2Ке[г,1Г,Хг,) + г,^"(2։)] (7)

=֊2Ке[ц,5,^1:г,) + цА^(гг)]

где р։ = £>„ + Д։Ц? + 2Д։|Л„ ?, = Дг + + 2ОИЦ(,

П = А4+А«Н?+2-О«Р1;. ^=Д|/и!+ЗДб+(Д։+2<О»)Н/+ДбЦ;

- 0 = А ' = 1.2
Функции ^/(г,) и )У,'(22), д\я пластинки с отверстием, когда 

усилия, распределенные по краям отверстия, уравновешиваются, в 
окрестности бесконечно удаленной точки имеют вид: 

о о
^(2,) = &, + И71-(г,), ^։'(г։) = (В'+«С')г2 + И<։'(^) (8|

о о
где ^'(2,), И7(22)—функции, голоморфные вне отверстия, включая 
бесконечно удаленную точку. Моменты на бесконечности выражаются 
через постояные В, В՝, С:

М? =-Ке[р։В + р2(Я'+/С')], +
(9)= - ис[г։ в+г2 (в1+/с')], у; = о, = о

58



В силу формулы (6) имеем:
д\У
— = 2Ие[^(71) + ^(г2)]
дх

— = 2Ке[Ц1^(21) + ц2^(и2)] 
дх

и, с учетом (7), условия (1) дают:
< ЖДх) + Щ(х) 4- И7(х) + Й^(7) >= О

< и д'(х)++ц, ад р2 й^м >= о (10)
< ЯМЫ + ^(х) 4- ЙДГ) + я2 Й7« >= О

< ^И'Дх) 4- $2№2(х) 4- 5։ И'Дх) 4- 52№2\х) >= и(х), 0 < X < I
Продифференцировав первое и второе равенства два раза, а третье - 

один раз, относительно скачков < 1УДх) >,< ЖДх) >,< И^Дх) >, 

< > • получается система алгебраических уравнений.
Если детерминант этой системы отличен от нуля,

■ 1111

Д =
Н: Нз Гч й2

*0
Ъ Яг Ъ 42

о»
| 

и

получим следующие краевые условия:

ктоУ-кд*)?=-т^л)
к’(л)]՜-К’(х)У = ֊%(*), 

д
где кт»]1 (<=1,2) — граничные значен ия

П1)
О < х < 1 

аналитических функций

ЙДг,), (/ = 1.2) из верхней и нижней полуплоскостей соответственно.

1 1 1 1 1 1

А,= Й1 ц2 . л։= Н1 Й1 Й2

Яг Ях Ях Яг
Функция ц(х) может иметь неинтегрируемые особенности на 

сегменте [0,1], учитывая проведенные в [И] доказательства о перенесении 
результатов монографии [19] на регуляризованные значения расходящих­
ся интегралов [20], учитывая, что И^Дсо) = Я^Дсо) = 0, решения гранич­
ных задач (11) представляются в виде:

АШ ^(г։) = Д2_'г^.
2шД о / - г։ 2я/Д 0Ч -г2 
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где 2, и г2 комплексные переменные, изменяющиеся соответственно в 
областях 5, и (18). разрезанных вдоль отрезка (0.1).

В силу формул (8). функции и H7(z2) имеют вид:

^,) = ^/|пк-г,|ц(/)Л + в

д • I
»։*(2։) = Jln|/ - 2։|Н(')Л + В' + iC

(12)

Постоянные /?, В' и С определяются из следующей системы уравнений: 
(р։ + А)В + р,В։ + р,5։ = -Л/

(?։ +<7։)Д + ?2В։ + =0 
(г, +г։)В + г}В։ + г25, =0, В՝ = В' + ։С'

Осуществляя условие контакта (5) включения с пластинкой, имея н 
виду, что о'И,(х.0)/ах; =2Кс[^Дх) + 1Г;(х)]| с учетом (12). условие (3) 
будет иметь вид:

d2 D»(x) "7 Jlni'" + в + В' = -ц(х), О < х < 1
о

А» “А2
Д

где л0 = Im

Интегрируя последнее уравнение два раза и вводя обозначение

Х(х) = -pfr jg(s)cZs 
о о

. приходим к уравнению

X(x)- — Da(x) = -(/? +B')D0(x), 0<х<1 (13)
п $ / — X

при условии
Х(0) = 0, Х(1) = -Л/, + м2, Х'(0) = V(1) = 0 (14)

Моменты Л/, и на концевых сечениях включения определяются 
из следующих соотношений:

*в(0)/2 А,(1)/2
ЛЛ = М2 = (15)

В работе |15] доказана теорема, из которой следует справедливость 
следующей теорем ы:

Если в задаче (1—5) изгибиая жесткость включения изменяется 
законом: Р0(х) = хад(х). (д(х) > 0, а > 0. 0 < х < !). то контактное уси­
лие взаимодействия включения с пластинкой в окрестности точки х = 0 
имеет следующее поведение:
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< N, >= mW = •

О(х՜3'2) 
0(х՝2։‘։) 
0(х՜’) 
0(х“-’)

при 0 а < 1

при а = 1, 5 > 1/2

при 1 < а £ 2

при а > 2
Пусть изгибная жесткость включения изменяется законом:

£0(л) = , DQ = const, 0 < х < 1. Производя замену переменных:

* = Г“Т> , = тЦ՜՛ = =
1 + 1 + еч \ 1 + «г у

уравнения (13), (14) принимают вид:

; /еч Ъ ЯеМ£) + - т г , = М.------7- - М,------—-,
1 + е’ *(1 + е4)2

(16)

-со < с, < со

ц/(-°о) = М2 - М|, 1|/(оо) = О (17)

гдеХ = Х0£>0, М։=Х(Л/։֊Л/2)/я, М2 = (Д + 5')Р0.
Произведем преобразование Фурье обеих частей уравнения (17). где в

качестве параметра рассмотрим комплексную переменную 5 = — г£
(£-сколь угодно малое положительное число). После некоторых 
преобразований уравнение (17) сводится к условию задачи типа 
Карлемана для полосы:

Т($ -0 + ХлЙшвЧЧв) = -М, — + .-Мл —,4 2 2։Ьти 4 2 ՛ $Ьти (18)
- со - Щ < 5 < +оо - Щ

где *Р(.у) — преобразование Фурье функции
Требуется найти функцию 'Р(г), голоморфную в полосе 

-I-£<11112 <-8, непрерывную на границе полосы и удовлетворяющую 
условию (18).

Представим функцию 5СГ11715 в таком виде:
\ • Л ♦и71 5Н[я(5֊/)/2] . 8Ь[я($-Г)/2]6($) а $с1Ьти = юсШгаШ—- ------------—- = 1$Са (л՝) ——----- -—

2 5Ь(7И/2) 5Ь(ти/2)
Ввиду того, что 1пс1С0(5) = 1пс1(с1Ь7Г.^(7и/ 2) = 0 , функция С0(з՝) может 

быть представлена в виде [21]: 60(л՝) = %0(5 - О^Хо(5) •

w Xo(z) = exp — Pn[^c (֊y)]cthn(s - z}ds >.
2i -Л

Тогда решение поставленной задачи можно представить в виде:

1т// \ Х(2) ^?С + 1з)ск , .<Р(2) = А\_/ Г _։ -1֊£<1т2<֊£
22 -ЛеХМ5Ьп(5-2) (19)
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гле х(2) = Хо(г)8Ь72Х։(Д Х։ (*) = ехр(й 1п Х)Г(1 +/и)
Л*

Г(г) = -Дл?2 — + Ем,1—.
\ 2 511712 \ 2 зЬпг

С применением асимптотической оценки Стирлинга для Гамма- 
функции, функция х(2) в указанной полосе допускает оценки: 
А’/Г 2 <1х(г+ /х)| < ^гкГ/2> -«>-/€</<+оо-։е,-1-е <т<-е..

Так как функция Г {г} экспоненциально исчезает на бесконечности, 
легко доказать, что и функция Ч'(г). представленная формулой (19), 
обладает указанным свойством. Кроме того, в точке г = -I она имеет 
полюс первого порядка.

Применяя эти свойства функции Т(г), по формуле Коши получаем:
I

Ч''й)=֊1= ртсф-«*=
-Л

-(Не);

= се՜՝----------- |(5 - / - ֊ I -
2п -Л

где с — некоторая постоянная.
Так как X’(у) = [ц/(1п у) - Ч''(Ьу)]/у3, следовательно, функция 

Х£(у) при достаточно больших у допускает оценки: Х"(у) = О(у }). 

у —> со , а д\я скачка обобщенной поперечной силы имеем:

< Г. >= р(х) = л"(х) = О(х՜*), х -> 0 (20)
Таким образом, в рассмотренном случае относительно функции 

/\(х). задача (1-5) решается в квадратурах, решение получается 
обратным преобразованием Фурье от функции Т(г), представленной 
формулой (19). а асимптотическое поведение искомой функции ц(х) 
дается формулой (20).

Заметим, что в наших условиях постановки задачи можно взять 
Ло(О) = О. и соответственно из (15) следует: Мх =0, а М2 определяется 
из второй формулы (15) с учетом (7), (12), (19).
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