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Գ.Ա. ԿապանաձեՈՒոյոցիկ բազմանկյունով և ուղղագիծ կւորվածրով սահմանափակված երկկապ վերջավոր տիրույթի համար սափ ծռման մի խնդրի մասինԴիտարկվում է ուռուցիկ բազմանկյունով և ուղղագիծ կտրվածքււվ սահմանափակված երկկապ վերջավոր սփրույրի համար իզոտրոպ առաձգական սափ ծոման խնդիրը Ենթադրվում է, որ արտարին եզրագծի յուրաքանչյուր օղակին ամրացված է կոշտ ձող և սայր ծովում է ձողերի վրա կիրառված նորմալ- ծոող մոմենտներով, իսկ եզրագծի (փրթին մամը ազատ հենված է: Տվյալ տիրույթի կոնֆհրմ արտապատկերմանը շրջանային օղակի լիւլս կառուցված է խնդրի էֆեկտիվ լուծումը:
G.A. Kapanadze

The Problem of Plate Bending for double-connected region bounded by convex polygon 
and rectilinear cutРассматривается задача изгиба изотропной упругой пластинки для конечной двухсвязной области, ограниченной выпуклым многоугольником и прямолинейным разрезом Предполагается, что на каждом звене внешней границы прикреплена жесткая планка и пластинка изгибается нормольно-изгибающимн моментами, приложенными к планкам, а внутренняя граница оперта. Путем конформного отображения дайной области на круговое кольцо, решение рассмотренной задачи построено в эффективном виде (в квадратурах).§1.Конформное отображение двухсвязной области, ограниченной выпук­лым многоугольником и прямолинейным разрезом, на круговое кольцоПусть 6' - двухсвязная область на плоскости з комплексной переменной, ограниченная выпуклым многоугольником (/4) с границей АГ1 и прямолинейным разрезом (7?. ,2?3) страницей Д.Рассмотрим задачу:Найти вид функции з = со(0. конформно отображающий круговое кольцо 7)(1 < С, < 7?) на область 5. Существование функции со(^) доказано в работе [1].Обозначим через А/ (у = 1,...,л) вершины (их аффиксы) многоуголь­ника (Л) и..лось Ох направим вдоль отрезка (Я։,Я2). Точку 2 = 0 возьмем в середине отрезка (73, ,7?2). Величину внутренних углов области£ при вершинах

направлением на
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^л+1 = А» ^1 =и^|*'’ ’ = = будем считать то, которое1 7область 5 оставляет слева. Пусть |3(/) и а(г) -углы между осью Ох и внешних нормалей контуров Л, и Ло в точке Г е Ь. Очевидно, что (3(Г) и <*(/) —кусочно-постоянные функции 0(/) = я / 2, I 6 £(11), Р(г) = -тс / 2, / е 1|2), а(/) = ак, I е (к = .

= Re t e L,= ReU(/>-'a(,) , t e Ло
Легко заметить, что на £<*> и £<*’ имеют место равенства Refre-*’ Re[re‘it>wгде A(t~) и ß(z)-кусочно-постоянные функции, A(t) = At и B(t) = Bk при t е и t е £{*’.Пусть функция г = (о(С) конформно отображает круговое кольцо на область 5. Будем считать, что окружность /,^| = 1) отображается на А։, а окружность /0(;£ = /?)-на £0. Обозначим через 
ак и Ьк прообразы точек Ак и Вк и положительным направлением на / = о/։ примем то. которое область D оставляет слева.В силу условия (1.1) относительно функции cù'(Ç) = dtoldC, получаем граничную задачу Римана-Гильберта мя кругового кольца DR.e i(5 ■ e-‘3՝°'(û'(a)] =0, а е /.Re[rt ■е-'“<։\й'(т)]=0, хе/0 " 2|Будем искать решение задачи (1.2) в классе h(b]tb2) (2). Индекс этой задачи данного класса равно нулю.Граничные условия (1.2) можно записать в видеx(»)-x(ô) = Z(a). <><Ц

хМ֊х(г)=Л(4 те/0 
где
ХК) = lnœ'(Ç), /,(сг) = Infâme2՛01”), а 6/„ /0(т) = 1п(л2т-2е2'“։”), т е /0.Задача (1.3) представляет, собой задачу Дирихле для кругового кольца. Необходимое условие разрешимости этой задачи имеет вид 2х 2х

)Дг)</Э= f/։(Re'9)<fô (1.41

0 ÛВ силу существования функции со(^) мы должны предположить, что условие (1.4) выполняется (1). Этому условию можно придать вид
" (п Аа‘- 2Пу ТЬ=1 0.5)л=1 \ К 7 ;■։Разлагая функцию в ряд Лорана 37



(1.6)из граничных условий (1.3) относительно коэффициентов (1к получаем систему
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4т }Найдя из этой системы значения коэффициентов с!к и подставляя их в правую часть формулы (1.6), для функции %(£) получаем формулу
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1, к<-\Таким образом, для искомой функции г = со(0 получаем формулу
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где /^—произвольная действительная постоянная. <^0 —произвольная
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1 2я точка области £>, б/0' =----- | /։ (е'°)с/0.4ш ]§-2.3адача изгиба пластинки для конечной двухсвязной области, ограниченной выпуклым многоугольником и прямолинейным разрезомПусть срединная поверхность изотропной упругой пластинки ма плос­кости 2 занимает конечную двухсвязную облает-. 5. рассмотренную в § I.Предположим, что на каждом звене прикреплена жесткая планка и пластинка изгибается нормально-изгибающими моментами, приложен­ными к планкам, а часть (#։, В2) оперта.Рассмотрим задачу:Найти прогиб у\х,у) средней поверхности пластинки, если на каждом звене граничного контура известны значения главного изгибающего момента Мп.Согласно приближенной теории изгиба пластинки прогиб и-’(х,у) средней поверхности пластинки в рассматриваемом случае удовлетворяет уравнению [2,3] △2Цх,у)=0, г = х + 1уе8 (2.1)и граничным условиям
^=0, М„(/) = 0, /€£,

- = 0, М,(г)=Ж геД (22)
05На основании известных формул [2], ]3], сформулированная задача сводится к отысканию двух функций ф(и) и ф(г), голоморфных в области 8, по следующим граничным условиям на £ :

1<е /<р'(г)+ ф0)] = 0

Ис - г<р'(7) - у(0)] = /у («). ' е Д, у » 0,1где
/.(') = ֊ Х(')* + ։ е Д, Ст = С‘”, ։ е Д‘>, /(г) =

1’<Ч
ГеД,С(О(0=сД Г€£|(*,,у(0 = а(0»/е£о и у(/) = ₽(/), г е £,Постоянные и С[' заранее неизвестны и должны быть определены в ходе решения задачи таким образом, чтобы функции ф(г) и 7ф'(г) + ф(г) были непрерывно продолжимы в области 5 + £ (функцию ф(з) можно подчинить условию ф(?о) = О, где 20—некоторая точка области £).Граничные условия (2.3) можно записать в виде

Яе[/е‘М/)ф0]=^(О • <2-4)И.е 1е՜^}(ф(г)+ /ф'0+ мДа))] = 0, / € £у, у = 0,1 (2.5)39



гДе /?>(') = ՜6—;■•■р՝о(') = —Ц-[/'о(') + с(О>(')] при и /е£„
К 4- I К 4՜ 1соответственно.Пусть функция г = со(^) конформно отображает круговое кольцо 1)(1 < < R) на область 5 (см. §1).Обозначая (р(г) = (р[со(С)] = ф0(О, из граничного условия (2.4) относительно функции х(С) = ^ 'фо(С) получаем граничную задачу Римана-Гильберта для кругового кольца О

х(ст)-е2;р{о)֊х(а) = а'|ф1(ст), ае/,- (2.6)
х(т)֊е2!а(:)֊х(7) = т‘1ф։(т), те/0

где ф։(т) = -2/е,а(т)^(о), ф0(т) =-2/е'а(т)Г0(т).Функции е2м'^ и можно представить (см. §1) в виде
е’"лг) = т • со'(т)[т • а/(т)] е2’^в) = а • со(а)|а • со'(<т)Ггде а>(^) определена формулой (1.9). На основании этих формулграничные условия (2.6) можно записать в виде

£2(а)֊О(с)=01(а).ае/1

О(т)֊£2Н=0о(т),те/огде
й(^) = Фо(<)-к“'Й)]-'>®1(сг) = ®'1 а>,'1(а)-։р1(а), ае/,

0о(т) = т՜՛ ■<л'-‘(т)-Ч/0(т)>гб/|։Необходимое и достаточное условие разрешимости задачи (2.7) имеет вид
2к 2п
|О։(сг)<7&= |0о(т^ (2.8)
о пПри выполнении этого условия, решение задача (2.7) представляется в виде

(адгде х՜՜1 1 ./ ,------- —; с։ -произвольная действительная постоянная.ь-х ? -Таким образом, решение задачи (2.4) имеет вид
՛ е'₽<о^!)(о)Лг Ге^|/о(т) + с<й)(т)кх

(с" =-тг(к + 1)с։’) (2.10)а условие (2.8) записывается в виде40



геф(’)с<|>(а) Лг ге'“(,)|/0(т)+с(о)(т)] Л) а<ф) а ,! ш'« 7՜° (2П1Так как функция со'(^) в точках ак имеет особенности вида К"б/<)а‘ '• то для непрерывной продо- 'мости функции Ф0(О в £> + 1 необходимо и достаточно выполнение условий

На основании результатов (2) относительно поведения интеграла типа Коши вблизи точек разрыва плотности, можно доказать, что функция <р'(г) вблизи точек Вк удовлетворяет условию |<р'(г)| ~ М\г -В4| ՛ ՛, (к = 1,2) . а вблизи точек Ат(т = \,...п) она ограничена.После того, как найдена функция (р(з). для определения функции \|/(г) воспользуемся условием (2.5), которое можно записать в виде [4]Ие[геМ/)(ц/(г)+ р(г>р'(О)] = ^/(/), I е ] = 0,1 (2.13)где /7у*(г) = /<(/) + Кс[/ел:''(/ - />(0)ф’0)]> * е ^0' = °»1)» ЯО ֊определен­ный полином, удовлетворяющий условиям
р(д)=5,(/г=1,2)Так как 7-у(/) (у = 0,1) —ограниченные функции, решение задачи (2.13) строится аналогично решению задачи (2.4). Условие разрешимости задачи (2.13) совместно с условиями непрерывной продолжимости выражения Ц/(г) + р(г)(р'(г) и условиями (2.11), (2.12) дает для определения п + 4 искомых действительных постоянных систему п + 4 линейных алгеб­раических уравнений с действительными коэффициентами. Доказывается что полученная система однозначно разрешима и, таким образом рассмотренная задача имеет единственное решение.ЛИТЕРАТУРА1. Келдыш МВ. Конформное отображение многосвязных областей на канонические области //Усп. мат. наук. 1939, Вып.4. С.90-119.2. Мусхелишвили Н.И. Сингулярные интегральные уравнения. М: Наука, 1968. 512 с.3. Лехницкий С.Г. О некоторых вопросах, связанных с теорией изгиба тонких плит //ПММ 1938. Т.П. Вып.2. С. 181-210.4. Банцури Р.Д. Решение третьей основной задачи теории упругости для двухсвязных областей, ограниченных ломаными //Докл. АН СССР. 1978. Т.243. №4. С.882-885.Тбилисский государственный университет Поступила в редакцию27.09.2000
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