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Եռաշերտի համար խաոը եզրային խնդրի ասիմպտոտիկ լուծման մասին շերտերի միջև կոնտակտի 

տարբեր պայմաններում
Ասիմպտոտիկ մեթոդով ստացված են անիզոտրոպ ջերմաաոաձզական շերտի խաոը եզրային 

խնդիրների Լուծումներ, շերտերի միջև տարբեր եզրային պայմանների դեպքում, ա) երբ շերտերի միջև 
կոնտակտը ոչ լյփվ է. բ) երբ աոաջին և երկրորդ շերտերի միջև կոնտակտը ոչ լրիվ Լ իսկ երկրորդ և երրորդ 
շերտերի միջև ըւիվ, զ) երբ աոաջին և երկրորդ շերտերի միջև կոնտակտը լյփվ է, իսկ երկրորդ և երրորդ 
շերտերի միջև ոչ |րիվ, դ) երբ բոլոր շերտերի միջև կոնտակտը լրիվ է (իդեալական կոնտակտ):

V.M.Barscgyan, A.M.Khachatryan
On asymptotic solution of a mixed boundary problem for a three-layered stripe under different conditions 

of rhe contact between the stripes

Асимптотическим методом получены решения краевых задач для трехслойиой 
анизотропной термоупругой полосы при различных вариантах контакта между слоями: а) 
когда контакт между слоями неполный (нежесткий контакт), б) когда контакт между первым 
и вторым слоями неполный, а между вторым и третьим - полный, в) когда контакт между 
первым и вторым слоями полный, а между вторым и третьим - неполный, г) когда контакт 
между всеми слоями полный (идеальный контакт).

Асимптотический метод определения напряженно-деформированного 
состояния (НДС) изотропных пластин и оболочек разработан А.Л.Гольден
вейзером и Фридрихсом [1-3], а для ортотропных пластин и оболочек — 
Л.А. Агаловяном. Выявлены характерные особенности, связанные с анизо
тропией [4]. Асимптотический метод оказался особенно эффективным для 
решения второй и третьей краевых задач как для однослойных, так и для 
многослойных полос и пластин [5-9]. при этом была доказана непримени
мость гипотезы плоских сечений, а также гипотезы Кирхгофа-Лява для 
этих случаев. Установленная для искомых величин асимптотика прин
ципиально отличалась от асимптотики тех же величин в первой краевой 
задаче теории упругости. В [10] при помощи преобразования Фурье 
решена двумерная плоская задача определения напряжений в теле, 
состоящем из однородных изотропных упругих слоев. В [11] построено 
решение внутренней задачи для анизотропной двухслойной балки-полосы, 
когда на продольных сторонах заданы значения напряжений, а на линии 
контакта — закон распределения касательного напряжения, в [12] 
рассмотрена задача определения НДС анизотропной двухслойной балки- 
полосы, когда на продольных сторонах заданы условия первой или 
смешанной краевых задач теории упругости, между слоями — условия 
неполного контакта; на линии контакта задан закон распределения раз
ности (скачка) тангенциального перемещения.



В (13] исследовано НДС трехслойной анизотропной термоупругой 
полосы при неполном контакте между слоями, когда на одной из 
продольных сторон заданы значения напряжений, а на другой - 
значения компонентов вектора перемещения. На линиях контакта 
считается заданным закон распределения касательных напряжений 
Асимптотический метод использован в (14) ,\>\я решения первой краевой 
задачи теории упругости для двухслойной анизотропной пластинки при 
неполном контакте между слоями.

1. Постановка задачи и вывод основных уравнений
Рассматривается плоская задача для анизотропной трехслойной 

полосы длиною / и толщиной Н (Н = Л։ + й2 + Л3), на одной продольной 
стороне которой заданы значения напряжений, а на другой — значения 
компонентов вектора перемещения. Слои имеют различные толщины .

коэффициенты упругости {к = 1,2,3) • Требуется найти решение 
смешанной краевой задачи для трехслойной анизотропной термоупругой 
полосы в области О = {(х,у) : х е [О,/],< у <! Л, + Л2,/7 «/} при 
различных вариантах контакта между слоями (фиг. 1).

Считается, что на полосу действуют массовые силы с компонентами 
(х^ууР^'О^у) (к = \,?,,?>) и температурные воздействия. Изменение 

температурного поля 0<*>(х,.у) = Т^\х,у) - 'Цк}(х,у) считается 
известной функцией. Ось Ох проходит по линии контакта второго и 
третьего слоев.

Условия на продольных линиях задаются следующим образом:

а™ = <3« И. о"’ = е''< (х) при у = Л, + Лг 

иО) = е"’м‘(х), у(3) =£_’у'(х) при у = -Л3
(1.1)
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Условия контакта задаются по формулам: 
а) контакт между всеми слоями неполный

неполный, а между вторым

у<։> = у(2), а‘”=с‘”, с"> =

и(1>-ы(2) =
п

при у = /12 (1-2)

у<2> = У<3), С’
н(2) =

А

при . =0

б) контакт между первым и вторым слоями 
и третьим — полный

у<'>=у<г>,

Л
„<2> = „(», у<4 = у<з։> а<1> = о<3), сти> = а<» при у = о

при у = Л, (1.3)

в) контакт между первым и вторым слоями полный, а между вторым и 
третьим — неполный

„<’> = V01 = V«», а<;> = а1/’, = а™ при у =

у(2)=у<’>, а<Д=ст«>, а«=а(’>
т гз1 / гп ПрИ ^ = 0 (М|

н(2)-и(3)=а>2֊о^(0) 
п

г) контакт между всеми слоями полный (идеальный контакт)

и0’ = ы<», V՛" = у™, а<։) = а»>, а'” = <т£> при у =
(1-5)

«<2) =и(ч, у<«=у(”, а<=։ =<’>, а£> = а«’ при > = 0

В формулах (1.1)-(1.5) А = тпахЛл, £ = Л//. Постоянные ге։ и <е2 име
ют размерность м3/Н. Предельному случаю =0 и ж2 = О соответст
вует жесткий контакт, другому предельному' случаю ж։ —> со или 
$2 —> со — скользящий контакт на линиях контакта у = А2 пли у = 0 (15).

Требуется найти решение уравнений теории упругости 
анизотропного тела при граничных условиях (1.1), условиях контакта, 
выражаемых по одной из формул (1.2)-(1.5), а также условиях на 
поперечных кромках х = 0,/. которые пока не конкретизируются.

Чтобы решить сформулированную задачу, перейдем к безразмерным 
координатам и перемещениям £, = х/1, £ = у/1г, и<к> = и^\/1. 
Ка)=у(<)//. Тогда решение задачи сводится к решению следующей 
сингулярно возмущенной малым параметром £ системы:
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^2. + е-'£^ + а/г<‘>=0

^+е-^ + <>=0

ди(к} = а<”а<4> ч-^’а'*1 +а,(6‘)а"> ч-а'Х» (1.6)

е՜' — = аЙ>а‘‘> + а^с1,4’ + + а‘4)0<4’

Е՜' ++ а»а/’+ а« <4*’+ “п0'4’

— коэффициенты теплового расширения каждого слоя.
Решение подобных сингулярно возмущенных систем складывается из 

решений внутренней задачи и пограничных слоен [ 1 -4].
Решение внутренней задачи ищем в виде [1-4]

е<*> =е’‘”6<‘,)КЛ), 5 = 0.5 (1-7)

где <2;<) — любое из напряжений и перемещений, <?к - целые числа, 
которые должны быть такими, чтобы получить непротиворечивую систему 
относительно . Число 5 указывает номер приближения, а 5 - число 
приближений.

Непротиворечивыми значениями будут [4,12]

Як=-\ для (1.8)

Як = 0 для сг^?
Влияние массовых сил и температурного поля будет соизмеримым с 

влиянием поверхностных сил, если они будут иметь асимптотические 
порядки

л“> =Е-“։а-1^4'՛’, ^(‘։ = Е-г”а-'л-<‘։>
’ ’ (1.9)

е<‘> = £-։‘։е<м
В противном случае соответствующие слагаемые войдут в последующие 
приближения, и часто в практических приложениях ими можно пренеб
речь.

Подставив (1.7) в (1.6), с учетом (1.8), (1.9) приравняв коэффициенты 
при одинаковы^ степенях е, получим систему относительно 0^к՝'}, решив 
которую, получим

к<‘.» = У(*..)(у+у-<»..)й։у

(1.10)
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а<м = — д(Ъ ul t
_а<*>ст<МU\2 °уО

Q<*'> = О ху м
<*.»>___!_
” <») ми

d2u™ (»
„ 2 ° 12 JK гад

где величины со звездочками — известные функции от с,,^ для каждого 
приближения 5, если определены величины предыдущих приближений. 
Они определяются по формулам

v-(‘։> = + а<‘>^՜2’ +a<XJ'l)k
О

=Й’ 

о _

йг/(4.5-1)
^(*3-1) , „(к) (к.։-}) , п(к) (к.г-2) Л(*)л<*44)

+а26°у +a66Gxy + (Х12У------ -- ----

<(‘4> =4) ((1-И1 
fln k J

Ц A,<*3-2>
_ [ _2!___ F p^^

' & У 0<

a«=- £Е£_+^‘.» d£;
xy J AC X

о k с*э J
В (1.10) неизвестными являются функции '* 

v(i ” (к = 1,2,3). которые определяются из условий (1.1)-(1.5).

а) Удовлетворив условиям (1.1) и (1.2), часть неизвестных функций 
определяется непосредственно:

оЙ'>=<о” (1-12)

y(^.J) _ у"(-) ^՝), v^’1^ = V^’1)

= v՜։” -v,(J՝։’(^։) + v'<2՝”(^<;։)֊ v‘<lj)(^2)

uM =u՜^ -u^^3-)

Величины выражаются через функции :

И(2'”=ц-<2>-н<1։''>й,<;։) + г2а^>

О’<3.»> 
хуО

= о(2;,) 
хуО (113)

1 Z?2«/1’*) /7(]) г/ст0,0ст(1з> = 1 ■. ■ ц Г +CT*(,)֊a‘(1J)(c L ) 12 уС
%о *<։> % а<։>
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Для определения же неизвестных функций а(2’(5) и получим 
систему

«Ч
2 (1Л) ^2 (2.1) (1.14)

С(|) ц I Ф с(2) Слу0 ст(2з) - о(,)
си ^2 * ։։ ^2 аду0 -Р2

где

С‘п = С<2> - - 1
" <։!?> ’ а«> И

р։:п = -и‘(,) *՛4

4”+^>кл3)+»։ ^йл1)-<;и)й,^2)-
д(1> “11

к>-<2)

Р2՝1=-<г - < й<«> а<?
л(0 Жт*(М)<£ С )

йн “ъ

+ 4? 4 (֊ <(1-’(4Л,)+о;(1Л(^?։) ֊ аГ’։։ («>))+ %
°ц ЛЪ йи

с,=Ц^. ;։=^, ;։=4 11151
п п п

б) Контакт между первым и вторым слоями неполный, а между вторым 
и третьим слоями полный (ж2 = 0, ге. 0). Система уравнений (1.14) 
преооразуется к виду

/72и(м)

’ 11 ^2 1
- (116)

^(2л) _ Г(1) “ и п(»)
ах/0 -Ь,։ р2

Из первого уравнения (1.16) определяется неизвестная функция и՛'“. 
из второго — .

в) Контакт меж^ху первым и вторым слоями полный, а между вторым и 
третьим слоями неполный (ае։ = 0, аг, * 0). Система уравнений (1.14) 
будет иметь вид

= и{]^ + р\։) (М7)
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^+0«’)֊^--^’=«, (1.18)
«Ч к >

г) Контакт между всеми слоями полный (ж։ = ?г. =0). Тогда система 
уравнений (1.14) превращается в систему алгебраических уравнений, 
откуда определяются неизвестные и(| ։) и

и(и)=֊Р;։)

(I2 »<’>_(2и) _ _г(1) Р' „<»>
°1>о ~ , Р2

(1 19)

Сравнивая уравнения (1.14)-(1.19), заметим: количество полученных 
дифференциальных уравнений (во всех случаях) совпадает с числом 
степеней свободы слоев, если их рассматривать как жесткое тело.

2. Решение дифференциальных уравнений

Систему уравнений (1.14) можно привести к одному дифференциаль
ному уравнению четвертого порядка относительно м(|:>. если из первого 
уравнения а(։^) выразить через м<М|: 

1 ( ։»<«•»)

^2\ «ч У
(2.1)

и подставить во второе уравнение. В итоге получим

г Т/У2и(м>- [(ае, + ж, )С'!> + ж:С'!1]^֊ + «си) = р<։> (2.21 
«ч

где
( Л2/)“*}
р<'>-с,7>^А- (2.3)

Решение уравнения (2.2) складывается из общего решения 
однородного уравнения и некоторого частного решения неоднородного 
уравнения. Характеристическое уравнение, соответствующее 
однородному уравнению (2.2), имеет вид

х^С^С^Х* -[(ж, + ж^С™ +ж2С1'1”]х’ +1 = 0 (2.4)

Уравнение (2.4) имеет только вещественные корни, так как дискрими
нант соответствующего квадратного уравнения всегда положителен:

о=(ж,с,|;> -ж։с;?у+<с։с,|;1[(2ж, +ж1)с,1;)+2ж։с;,г>] (2.5)

Общим решением дифференциального уравнения (2.2) является

и(14) = С։<?,сЬХЛ + + С^сЬХЛ + СГ’бЬХЛ + “(и (£) (2 ы 
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где ии)(с,) — частное решение, С-^ — неизвестные постоянные 

интегрирования, а А.( и 7.2 вычисляются по формулам

_ 1(ге, +аг1)С,(;) +ге2С,(? + Уо

' 2*,*1с{'։>ся> (2?(

= 1(ае, +ге1)С!'1> + ։вгС™-4р
2 - V 2^2с!՝,՝с;;>

Имея решение (2.6), по формулам (2.1), (1.10)-( 1.13) вычисляются 
значения всех перемещений и напряжений для каждого слоя.

Общим решением уравнений (1.16) и (1.18) является

и(1л) = С,(,)сЩ + + й <'>(£) (2.8)

где частное решение уравнения (1.16) или (1.18), С։о> и С,’1 -
неизвестные константы интегрирования, а

/. = (<е1С1(;)р (2.9)

мя уравнения (1.16) и
Х = (гег(С1(;>+С’,”))''Л (2.10)

для уравнения (1.18).
Решения (2.6) и (2.8) содержат соответственно четыре и два 

постоянных интегрироавания, что позволяет удовлетворить четырем или 
двум торцевым условиям в интегральной форме. более точного 
удовлетворения торцевым условиям необходимо иметь решение типа 
пограничного слоя. Такое решение можно построить аналогичным с [16] 
образом.
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