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Ս.Դ Շւսհինյան
ՍԻշացոդ արգումենտով դիֆերենցիալ հավասարումների համակարգերի ըստ ազդող ուժի կայունության 

մասին
Դիտարկվում Լ ուշացող արգումենտով դիֆերենցիալ հավասարումների համակարգերի կայո։նւ։դ>յան 

խնդիրր. երր համակարգի վրա ժամանակի վերջավոր միջավայրում ազդում են իճտեգրսւ|Ով փոքր գրգոոդ 
աժեր

Տրված է ըստ ազդող ուժի կայունության սահմանումը այդպիսի համակարգերի |ո։ծումների համար 
Ստացված են բավարար պայմաններ, որոնց դեպքում համակարգի տրիվյայ թոսումը ասիմպտոտիկ 
կայան է ամբողջում սովորական իմաստով Որոշված են նաև պայմաններ գծային համակարգերի ըստ 
ավդոդ ուժի կայունության համար:

S.G.Sbahluymi
On the stability of acting force of the systems of differential equation with time lags.

Рлссм.прппастся задача устоЛчпиостн систем дифференциальных урппнециП с зшыздышпощцм 
apryucinoM, koi да на систему на конечном промежутке времени деЛсшуюг н»ггс1рилыю малые возмушаюшис 
енлы, г.с. силы. которые пыьпраюшя из ьолсе широких клпссш» фуихпнП. чем որս постоянно лейстъукяипх 
nni'iynu.-iiiixx. Они ншугььль пмиулмиымп силами конечно։! мощиосо։

Получены достаточные услоиии, при Которых тршшалыкм: решение системы асимптотически 
усгоПчипо г. целом и сиычиом смысле Определены также условия, при которых лиясЛндя система устойчива 
но /.еВешуынеЛ силе.

1. Пусть имеем систему дифференциальных уравнений с запаздываю­
щим аргументом

х = Г(х(/);л(г-т)) (1.1)
где л՜ £ R F : R"' —> R՝ — непрерывная вектор-функция, удовлетворяю­
щая всем условиям существования и единственности решений системы 
(1.1) ||1], с. 31) в компактном множестве

М = {х(т); ||х(-)’|, < *>; т е [0;/։]; h > о} (1 2)

и F(0).= 0.
Норму вектор-функции х(т) можно выбрать различными способами. Це­
лесообразно здесь выбрать в виде

1

kV £lxwrfT ’
Докажем следующую теорему аналогичную теореме Барбашина-Красовс­
кого об устойчивости в целом для систем обыкновенных дифферен­
циальных уравнений (2):

Теорема 1. Если мя системы (1.1) существует оиределенно-положи-
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тельный функционал V(%(•)) , определенный на функции х(т) е М , для 
которого

a) lim К(х(-)) = оо (1.3)

dV(x (t-x))
б) производная ---------------- ([1], с. 141) вдоль интегральных

dt
кривых системы (1.1) неположительна, притом не существует ни одна це- 

, л, й dV{x (t-x)')
лая полутраектория (кроме х = 0), вдоль которой ------------------= 0 (где

dt
X (f-т) —решение системы (1.1), определяемое начальной вектор-функ- 
цией ц/ = ц/(7); t0 - h < t < t0), 
то решение X s 0 системы (1.1) асимптоматически устойчиво в целом.

Доказательство. Так как для решения X = 0 системы (1.1) имеют 
место все условия теоремы об устойчивости ([1] с.141), то это решение 
устойчиво. Пусть х = xv(Z-т) —такое решение системы (1.1), которое оп­
ределяется некоторой начальной вектор-функцией = V|j(Z), где 

= ф(Ч)—непрерывная функция при te[t0-h՛, ?0].
Обозначим через cz М некоторый компакт, содержащий часть 

траектории x:v(x) при ^ = ^0'» Xv(t) е с М, и пусть 

А= sup r(xv(-)).

Так как F(xv(•))—непрерывный функционал, а —компактное 
множество, то Л<оо. Следовательно, согласно условию (1.3), существует 
число Н > 0 такое, что И(х(-)) < А при ||х(-)||А < Н и а ||Х(‘)||А - 

При этих условиях для системы (1.1) имеет место теорема Красовского об 
асимптотической устойчивости ([3], с.181), т.е. lim]lx(-)l =0.Откуда и 

следует асимптотическая устойчивость в целом решения xs 0 системы 
(1-1).

Таким образом, вышеуказанная теорема доказана.
2. Снова рассмотрим систему (1) и систему

х = F(x(Z-t), х(/)) + ф(/) (2.1)
где (p(t) удовлетворяет всем условиям, указанным в [4];

б) ср(/) = 0 при ։>Т
Здесь Т > Го + /г — заданный момент времени.

Определение 1. Решение Х^О системы (1.1) назовем устойчивым по 
действующей силе, если для любого числа 8 > 0 существует число 8 > 0 
74



такое, что для всех решений хДг-т) системы (2.1) ||х(-)|* <£ при

2
1>Т + Л, если 1Мт)։а<6« ё Рм'И'

2
<6.

Определение 2. Решение х = 0 системы (1.1) назовем асимптотически 
устойчивым по действующей силе, если для каждого решения хщ(( т) 

системы (2.1) удовлетворяется условие Нт х^(-); =0 при всех 

непрерывных начальных функциях \|/(()

Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений с 
постоянными коэффициентами с запаздывающим аргументом

х = Ах + Вх(/-т) (2.2)
где Л и В - пхп- постоянные матрицы, а х 6 R՞.

Предположим, что все корни характеристического уравнения
|Л֊Х£| = О (2-3)

имеют отрицательные вещественные части.
Покажем, что в этом случае система (2.2) асимптотически устойчива по 

действующей силе. Действительно, при вышеуказанных условиях для 
системы

х = Ах (2.4)
согласно теореме. Ляпунова ((5), с. 106) существует определенно-положи­
тельная квадратичная форма

а^х.-Х/

такая, что
(IV
&

Для системы (2.2) в качестве функции Ляпунова выбираем:
• п п г

у (*(■))=- £ +2л И
1 <./-1 /.I -л

(2.5)

где е, > 0 (г = — сколь угодно малые числа
Вычислим производную функционала ^(х()) вдоль решений системы 
(22):
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л м=(Окх (')+• ■ •+ал (0)+

+ Ё“Л <О(*л х, (Г - т) +...+V. (г - т)) +£е,- (х,2 (/) ֊ х2 (/ ֊ т))= (2.6)
1.7=1

= ֊Ё1О - 8/ Х? (О ֊ Ёа Ах/ ('X ('-■։)+■*’ (' - х)1 
.=1 >./■։

/ \
Известно (|3), с 196), что если ||^||о=₽>0 |। !'2?||0 = тпах| 

к 1 I у

достаточно малое число, то величины с։ можно подобрать так. чтобы 
производная (2.6) была определенно-отрицательной (например,

8.= —,2 = 1,...,«)- Следовательно, для системы (2.2) имеют место все 
2п

условия теоремы I. откуда следует, что система (2.2) асимптотически 
устойчива в целом. Следовательно, согласно определению 2, она 
асимптотически устойчива и по действующей силе.

3 Предположим теперь, что в системе 12.2) В - цА (и. -достаточно 
малое число) и корни уравнения (2.3) удовлетворяют следующим 
условиям
а) X =0 (/ = 1,2,...,/с) притом гапдЛ = п - к (к<п)՛,
б) ИеЛ, <0 (у = £ + !,,..,и) (3.1)
Если корни уравнения (2.3) таковы, что существует хотя бы один корень с 
неотрицательной действительной частью, который не удовлетворяет 
условиям -3.1), то система (2.4) будеч неустойчивой по действующей силе- 
16) Следовательно, система (2.2) также будет неустойчивой по действую­
щей силе.

Докажем следующую теорему՛
Теорема 2. Если корни характеристического уравнения (2.3) системы 

(2.2) удовлетворяют условиям (3.1). то система (2.2) устойчива по 
действующей силе.

Доказательство. Известно, что если корни уравнения (2.3) 
удовлетворяют условиям (3.1), ((6), с. 141), то существует такая матрица 
С (бе1С*0), что

р 0 0 0...................0

0 0 0 0...................0
4И.,=о։о'= 0 0....0 .....,

, о 0.... о < ы......;
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Следовательно. В} - CBC' = C\iAC' = yiCAC՜' = Ц/1։.
Выполняя линейное преобразование у = Сх. систему (2.2) можно 
привести к следующему виду:

>՛, =0, 1 = 1»..., Л;

+ 13.2)

+ М<*(/ “ Т) 4֊... + dinyn (t - т)), j = к +

Выполняя такое же преобразование у = Сх относительно системы 
х = Ах + Bx(t - т) + (р(?)

получим
Z=V(W (։ = 1.-Л) (3.3)
Z =<ыЛ.>(') + - + ^Л.(<) + , • , .

о и) (3.4)
+ Д., л.. (' - т) + - + diny, (։ ֊ т) + v (/),

где v(z) = C<₽(z) и если

Значит

Интегрируя систему (3.2) отдельно, получим 

уЛ‘-^ = уА‘0-^+ (‘ = 1.....*)

т
И = “т)+ р։(;)Л при Г>Г + Л,

где у(Г0 - т) - начальная функция. Следовательно,

А.(*) -IHV0

V0

<3 + 8, =- ' 2
(3.5)

если
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Ио-<.(*) <б’

через ;у(')|1А ,/г) обозначена норма ^-мерного функционального прост­
ранства.
Так как все корни характеристического уравнения системы 

Л + •••+<»>’. (; = * + ՝.....«) (36)
имеют отрицательные вещественные части, то, согласно теореме 
Ляпунова (|5]. с. 106-108), существует определенно-положительная форма

I "
К, = ֊ такая, что

о-?)

Для системы (3.2) в качестве функционала Ляпунова возьмем

г(>(т))=֊ X аиУ:У)+ Ёе< (3.8)

где £ > 0 (; = к + —достаточно малые числа, а

I л (7);
Очевидно, что функционал ¥(у( У) определенно-положителен и 

1нп И(։у(-)) = оо

Вычислим производную функционала Г(у(՛)) вдоль решений системы (3.2)

</И(у(/-т))
(11

(3.2) = ХацУ} (') + •■•+(։)) +

л
+ И (‘ -։)+-+^,у„ (I - т)) +

+ Хс(и2(г)-?,’0-т)) = -£/ +

+н Е“^Л'Хс/а.,У2.1о^)+<,ло-т)+ ХбЛл2(о-?,г('-•')) =
1.,1-к И /-Ы

78



=-£((>-8(Хх?(')-+> (')л('-т)+у':(I -т))

Правые части системы (3.2) удовлетворяют условиям

(3.9)

(3.10)

где а = ||л| ■ шах 
/./-4*1...Л

1(«-*)

Тогда квадратичная форма (3.9) при малых ц будет определен не­
отрицательной ({3|, с. 196). То есть, согласно теореме I. для решений 
системы (3.2) будет иметь место условие

Следовательно, существует такой момент времени Г. > 7՛ + Л что

у(Г -т)|
8

< —; при I > (, 
Л,{п-к) 2

(3 11)

Тогда, согласно (3.5) и (3.11), для любого числа е>0 существует число 
6 > 0 и момент времени /. > Т + Л такие, что |[у(/ -т)\ < 8 при / > /.

<б и

Теорема доказана
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