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ТЬс Ргира^аИиП оГ ^опНпспг "1п։егте«НШс" РегшгЬиПопз |ո Е1ссСгисиш!ис11пц ЕЬмНс Ме<1|ип|В работе исследуется распространение неликейцых к»азилоиср<?чиых возмущений п проводящих средах. Учитываются начальная неоднородность Среды, и также различные механизмы, порождающие дисперсию и диссипацию. Для вывода трехмерных уравнений распространения интенсивности волны применяется теория "коротких волн г исполыюпднием метода Фридрихе а симметризации гиперболических систем и ряда эврис ичесхих строгих методов физического и математического характеров ("малый" и "бо.лЬЩОЙ’ принципы Гюйгенса принцип инвариантности характеристических многообразий гиперболических систем термодинамический принцип изменения энтропии на скачке, адиабатический закон распространения энергии возмущения и др.) для эффективного вычисления коэффициентов кубической нелинейности. дифрахцкохшого оператора и коэффициентов диссипации и дисперсии.Основной метод вывода всех результатов базируется здесь на теории 'коротких волн", разработанной в газовой динамике |1.2] и на обобщенной п работах автора (3,4,5] применительно к системам общего вида
для функций м(м,,м2, ..ми).Теория 'коротких волн" позволяет вывести из системы (1) одни уравнение, описывающее распространение одноволновых возмущений. Для интенсивности возмущения а(х,,х2,х3>/) получается уравнение (14](' . г 1 Г СУ к—֊ է՜՝ Ծ—ՔԾ = <;«р т-т-+լ и, ^7.օ*Հ ах^дх^ % &,

(а,Р = 2.3)Ժ1ոՇ\ ԾԾ 
ժէ дх{

ծ ժ 1п R2 Ж
к+ т. с — + (21Уравнение записано в декартовой системе, связанной с линейным фронтом, представляющим одну из характерисгических поверхностей единичной кратности.30



Проблеме редукции систем уравнений к одному уравнению посвящено отромное число работ [1-14], в которых применены различные по схеме, но аналогичные по своей сути методы. Для тсрмовязкомаг- нитоупругой среды, а также для других сред конкретные коэффициенты получены в работах А.Г Багдоева. В его монографии (4) для поперечных волн уравнение вида (2) выведено не в полной мере, как это сделано для "быстрых" и ‘'медленных" волн. В частности, это касается нелинейности, которая, как будет показано здесь, кубическая. Кроме того, здесь упрощены коэффициенты поперечного (дифракционного) оператора и рассмотрены другие модели термовязкоупрутости.Для сложных сред, когда число уравнений системы, следовательно, размерности векторов и матриц становятся непомерно великими, вычисление коэффициентов представляет громоздкий и утомительный труд. С другой стороны, имеется достаточное количество фактов физического и математического содержаний общего характера, эффективное использование которых позволяет существенно облегчить труд и постро։ггь окончательное уравнение, минуя многие промежуточные выкладкиОтправной точкой является закон геометрической оптики [17]. Многие выкладки существенно упрощаются, если идеальная система (без правой части) симметрична и гиперболична. Процедура симметризации системы законов сохранения хорошо разработана в трудах С.К.Годунова [15], Фридрихса и Лакса [16]- Метод Фридрихса имеет то преимущество, что окончательная система записывается в терминах "начальных" функции w ■.Для идеально проводящих тел без намагничивания и поляризации идеальная система уравнений содержит уравнение импульса, магнитной индукции и кинематики [18.19,20] Проведя симметризацию по фридрихсу в лагранжевом представлении, получим симметричную систему
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системы уравнение поверхности нормалей для поперечной волны (7)
с,Ч;+(^)՝=1, с,2 = 2р0|֊-։

получается в виде |4,18] * = /?, <6)ч vHo'-^Po ?Переходим к конкретизации коэффициентов уравнения трехмерных "коротких волн" Условия совместностей на линейном фронте- для 7 волны имеют вид |18]
= 8Kf' = а/(в*й\ (7)При вычислении коэффициентов (2) будем пользоваться эвристическими методами, изложенными в ]22].Функция /?(/) определяется из принципа сохранения энергии в одна бати веском j 1 риближен и и;, „ ,2 _ pflc;J2B’2E

<3 R = pov C.Z = ~— = const вдоль лучей (8)Д.[де £ - площадь поверхности фронта, ограниченной лучевой трубкой Коэффициенты поперечного оператора получаются из (6);
= (9>с. с, ; сгЭти коэффициенты выведены также в (4|, но в другой записи Нетрудно показать, чти после их упрощений они совпадают с (9). Как видно, поверхность нормалей выпукла наружу, и все точки ее эллиптические. Омбилических точек нет при произвольном магнитном поле Для подтверждения мысли о том, что прямые выводы коэффициентов из системы могут стат։, источником появления случайных ошибок, укажем на работу |8|, в которой коэффициент поперечного оператора не верен ни по значению |и для продольных волн), ни но знаку Правильный коэффициент следует из (9) при отсутствии магнитного поля.Теперь определим коэффициент нелинейности. Для рассматриваемой волны т՝ - 0 (исключительный случай}, и поэтому следует удерживать в уравнении возмущений нелинейности более высокого порядка для уточнения условий совместности (7). Записав систему |3) в подвижной системе и интегрируя первое приближение с учетом соотношений (7) получим

-• (с^=р=у^| 1101Коэффициент кубической нелинейности легче вычислить, используя условиеТюгонио на разрыве, которое имеет вид {19]
Разлагая (11) по степеням возмущений и упрощая полученное соотношение в главных выражениях, получим
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2_4Т6з' = —с0 12 '
диС ,=---- ,V д>У

С" = (12)
Учитывая, что имеет порядок ст՜, а Ь'. - порядок о н ;10), из (12) получим с учетом (7)

РЛ?= 8 с,2Вычислив изменение полной энергии возмущения заключенного внутри лучевой трубки между линейным
(13)

в объеме, фронтом иударной волной и приписав это изменение скачку энтропии на ударной волне (14,22], получим
с1Е _ т2Кал
(Ь

=-с/гоь' (14)

т___ 1^1—и —с
-с^֊ь; 24

Коэффициент т2 определяется из (14) с учетом (8) и (13).Поскольку при наличии магнитного поля 
С1 с; + Ь. *

(15)то отсюда следует, что магнитное поле усиливает условие возрастания энтропии на (/) фронте разрываВ качестве примера рассмотрим нелинейную модель упругого изотропного тела; рассмотренного в (21]. Для внутренней энергии имеем разложение
рои=рЛ5+£л’+Ц^

Аш ~
•I

(1 . 3-В + -И 8 (16)
Из этого разложения следует1 Д+2ц р 3 £— с =—“+- + 24 т- 8 4 8 4При отсутствии магнитного поля (171этот результат совпадает саналогичным результатом нейтральной среды (21 ] Сравнивая значенияскачка энтропии (13) со значением, получим коэффициент т2Теперь рассмотрим вопрос диссипативного и дисперсионного возмущений.

полученным на основании (14).
влияния различных факторов характеров на распространениеИсходя из общей теории вывода уравнения "коротких" волн, сделаем ряд упрощающих предположений. Это в первую очередь относится к записи дополнительных слагаемых в одномерном представлении. Кроме этого, для вычисления указанных членов можно в равной степени

+

4
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пользоваться как лагранжевыми, так и эйлеровыми координатами, поскольку в линейном приближении обе переменные эквивалентны По той же причине всеми нелинейностями в этих слагаемых пренебрегаем.Из всех механизмов, порождающих диссипацию и дисперсию, как наиболее важные, будем рассматривать; влияние теплового поля, конечную электропроводность; вязкость обусловленную зависимостью тензора напряжения от тензора скорости деформаций; вязкость, обусловленную памятью материала ( теория наследственности).Сначала рассмотрим влияние теплопроводности и конечной электропроводности. Уравнение теплопроводности примем в виде 118}Р С —+ ГД--?.й + п0?..7 = ХДГ + М?хв)։ (18)йг д։ ц0Здес ь С- удельная теплоемкость при постоянной деформации. Т{, - начальная температура, р-коэффициент температурных напряжений (теплового расширения), я,, -коэффициент влияния электрического тока на плотность теплового потока, X - коэффициент теплопроводности-коэффициент магнитной вязкости.Закон Ома обобщается в виде [18|
7 = с(е ++ (19)где о՛ -коэффициент электропроводности, -коэффициент влияния теплового поля на плотность электрического тока и р։,-плотность свободных зарядов. В дальнейшем будем пренебрегать джоулевым теплом (последний член в (18)) и считать рс =0.Из (18) и НО) в “короткой волне” получается уравнение- Р«С С~ - Гор ֊ = - ֊ ֊- + Лоав1 п х 5^-1 (20)

ох ох с ох' охРассмотрим дна предельных случая распространения тепла [24]В адиабатическом приближении можно пренебречь первым членом в[20). Тогда, интегрируя оставшиеся члены, получим:
дх X л (21)В конечном итоге это уравнение, введя соответствующие обозначения, можно представить в виде (22)В другом предельном изотермическом случае можно считать малым нервы ффчлен в правой части в (20). Методом последовательных пр11 бл и ж< .* и и й получи м.

Р/-
,дГ 

дх ах ох с ах
\ .X *•

- пост/? >1 > - •; 
дх

(23)Введя соответствующие обозначения, (23) представим в виде
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^Г=7г_6
р сх дх > дх2 ’ 8 (24)

' Р0СВ уравнении импульса учет температурных напряжений будет
адГо1 ражен дополнительным членом —13 — в правой части, а конечная

проводимость - в уравнении индукции членом ц,п д2В'
дх2

Как видно,конечная проводимость порождает обычную высокочастотную вязкость, в то время как теплопроводность играет разные роли в двух рассмотренных предельных случаях. В первом, адиабатическом случае, приходим к выводу, что температурное поле не влияет на геометрию распространения слабых возмущений (лучи, бихарактеристики, линейный фронт, скорость распространения линейных возмущений), а также на качественные закономерности нелинейных возмущений (возникновение разрыва скачок энтропии и т.д.). Влияние теплового поля здесь порождает низкочастотное рассеяние, как дополнительный эффект к рассеянию из- за неоднородности и геометрического расхождения лучей. В итоге- функции Ф заменяется произведением 'Рехр(-м).В изотермическом случае, подставив выражение (24) в уравнение импульса и объединив его с упругими напряжениями, получимс* У՞՜ Я 7* сГ с2 у'у =с„+Рчу;։ Я=₽"-5Р ։25։
(X сх сх схЕсли второе слагаемое в правой части (25) приводит к высокочас­тотному рассеянию, как обычная вязкость, то первое слагаемое приводит к пересмотру и геометрии распространения линейных возмущений и переучету всех коэффициентов одномерного уравнения “коротких ’волн.Для вязкоупругой среды, когда вязкость проявляется в виде зависимости вязких напряжений от тензора скоростей деформаций, исчерпывающие исследования содержатся в работах А.Г Багдоева |4| Результаты, полученные им, показывают, что тепловое поле может существенно влиять на все явления распространения нелинейных возмущений.Для материала наследственного тина можно исходить из линейных соотношений [25|’■՛ ' = (26)

Будем считал., что ядро вольтеррового оператора содержит слагаемое с 8 -особенностью (мгновенный упругий отклик) и регулярную часть наследственности. Кроме того, будем имел, в виду материалы с ’короткой" памятью. Пусть а-характерное время релаксации. Будем 35



счи та й, ядра операторов быстро исчезающими при / > а Можно ввести высокочастотные и низкочастотные модули |26| В силу сделанных предположений для девиатора напряжений и среднего давления получимЧ =2(7о3е, +2(Св֊О0)[5^а}^Г(^-^-...] О о
- &р ֊ Kfi + (Л„ - К J 56т} ’Г, И + О 127)Действуя дальше аналогичным образом, как и в случае газовой динамики |2б| и МЕД |12), легко можно вычисличъ диссипативные и дисперсионные члены, при тугом определенную роль сыграет разностный коэффициент.Поскольку соотношения (26) и (27) линейны то в итоге нелиней- носгь механического поля будет носить геометрический характер из- щ конечности деформаций. Можно. конечно, обобщить (27) и на случай физической нелинейности, представив С и К функциями от инвариантов тензора деформацийАвтор благодарит Л.Г Багдоева >а полезные советы и обсуждения ряда положений настоящей работы.
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