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Գ.Ա. Կապանաձե
ՄասՕակի անհայտ եզրով սափ ծոման մի խնդրի մասին

Դիտարկվում է իզոտրոպ առաձգական սափ Օսման խնդիրը երկկապ վերջավոր տիրույթի համար, 
որի արտաքին եզրը ուռուցիկ բազմանկյուն է, իսկ ներքինը՛ փակ ողորկ կոնտուր: Ենթադրվում է, որ 
արտաքին եզրագծի յուրաքնաչյուր օղակին ամրացված է կոշտ ձող և սայր ծովում է ձողերի վրա 
կիրառված նորմալ-ծօող մոմենտներով, իսկ եզրագծի ներքին մասը ազատ Լ արտաքին ւարումներից 
Պահանջվում է որոշել սափ ճկվածքը ե ներքին եզրագծի ձեը այն պայմանից,որ նրա վրա ւոանզենցիսւլ- 
նորմսղ մոմենտը ընդունում է հաստատուն արվեք Քննարկվող խնդիրը քերելով Ռիմաս-Հիլրերտի խնդրին 
և լուծելով այն. կառուցվում է խնդրի էֆեկտիվ լուծումը

GA. KhdpanadZB
One Problem of a Bend of a Plate with partially unknown border

Рассматривается задачи изгиба изотропной упругой ялаепшки для конечной двух 
связной области, »пешней границей которой является выпуклый многоугольник, и внутрен
ней 'раницей - гладкий замкнутый контур. Предполагается, что на каждом звене внешней 
границы прикреплена жесткая планка и пластинке изгибается нормальнр-изгябающими 
моментами, приложенными к планкам, а внутренняя часть границы свободна от внешних 
усилий Задача заключается н определении прогиба пластинки и формы внутренней 
границы при условии, что на ной тангенциально-нормальный момент принимает постоянное 
значение Путем сведения рассмотренной задачи к задаче Римана «Гильберта лля кругового 
кольца и решением последнего, решение рассмотренной задачи строится эффективно

Краевые задачи изгиба пластинки с частично неизвестной границей 
исследованы в работах (1,2).

Пусть срединная поверхность изотропной упругой пластинки 
занимает конечную двухсвязную область S, внутренней границей 
которой является гладкая замкнутая кривая ԼՀ а внешней границей- 
выпуклый многоугольник (Ло) с границей ճ0. Обозначим через 

Л, (7 = 1....w) вершины (их аффиксы) многоугольника (zQ։). Возьмем

точку z=0 внутри контура £։ й положительное направление на 

Լ = LQ<J Լ՝. оставляющее область Տ слева.

Предположим, что на каждом звене границы Z,o прикреплена жесткая 
планка и пластинка изгибается нормальными моментами, приложенными 
к планкам, a свободна от внешних усилий. Будем считать, что на 

каждом звене границы Lc задан либо угол поворота, либо значение 
главного изгибающего момента.

Рассмотрим задачу: найти прогиб и(х,у) средней поверхности 

пластинки и неизвестную часть границы Լ при условии, что на £։



тангенциальный нормальный момент принимает постоянное значение.
Согласно приближенной теории изгиба пластинки [3| прогиб и(х,у) 

средней поверхности в рассматриваемом случае удовлетворяет уравнению
ДГи(х,у) = 0, z-x + iy&S (1)

и граничным условиям
л/, =/(«) (или - = rf(')]. ^(')=о, чц (2)

ЛД = О, М,։} = О, ЛД = п = const, - 0, t 6 Д

где d(!) = dk = \дук (у„-углы поворота), при /еД“ (Д’— стороны

многоугольника ( /10 )), Л’(0 - перерезывающая сила. ЛД —нормально-

изгибающий момент. АД —крутящий момент, 
нормальный момент.

Па основании известных формул имеем [3]

(о ֊ IX/ [хф(/ ) -1 (p'(Ö - V0] =
J

M„+ïJw(z)& dt 
о

ЛД - тангенциальн՛.

(3)

M,+M։=-4Z)(l-â)Re[<₽lz)]

где а(/) - угол между осью Ох и внешней нормалью границы Д. в точке 
I G Д, D = /?/.՛■՝ [12(1 - ст* )] — цилиндрическая жесткость пластинки.

R силу условий (2) и формулы (3). относительно искомых функций 
$(z) и ц/(г) получаем задачу

Re e“ml';(<p(r)+rÿÇ)+ у (/))]= d(t), t e Д (4)

Ree֊i<։U)(%(p(r)-Z^)-\|/(7))]=c(/)+g(/), t € Д (5)

7.<о(/)-'0Пл1֊Ч/(/)= E(t), tel, (6)

Re[<p'(/)]=P, ГёД (7)

где d(t) ֊ lgy„, c(i) = ci Y Л/ sin(a։ -a ), А/ =—!— f ЛДЛ՛, x = — 
7^ ' 1֊п,Л l֊a

g(f) = gA —действительные постоянные. /?(/) = £’-произвольная (вооб
ще. ком^^ксная) постоянная, /> = ֊^/[40(1 -СТ)] — действительная посто

янная.
От искомых функций (p(z) и щ(з) требуем, чтоб».! cp(z) была 

непрерывна в замкнутой области S±L, a \՝ri'(z) и U»(z) непрерывно 
пр.одолжимы на границу области 5՛ всюду, за исключением, может быть, 
вершин многоугольника (Д), в окрестностях которых выполняются
условия
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условия
|<р'(4 |ч4г)|<М|г-Л։|'‘՛, О <5, <1

Сложением (4) и (5) и затем дифференцированием по дуговой 
абсциссе 5 получаем

1т[ф'(0] = 0 (8)

Пусть 2 = ©(£) — конформное отображение области 5’ на круговое* 
кольцо £) (1 <|£| < R), где Л—неизвестное число, которое следует 

определит։. Будем считать, что переходит в окружность /п. (|^| = R). а

—в окружность /։, (|С| = I). Обозначим через точки окружности /(|, 

соответствующие точкам (можно полага й, а, = R )
Рассмотрим функцию 

ф(;)=ф'[<о(;)]-р (9)
По условиям (7) и (8| заключаем, что функция Ф(С) является 

решением задачи Римана-Гильберта для кругового кольца /)
КеФ(г)=0, Г€/1։ 1тФ(/) = 0. /е/0

Отсюда заключаем, что Ф(£) = 0 и. следовательно, из формулы (9) 
получаем \

р(г)=р-г, (10)
Следовательно, на основании условия (4)-(6), для функций 

ф0(О= ՝4аК)] И <й(С)՛ голоморфных в кольце Л), получаем граничную 

задачу
Яе[в'с)[р(х֊1)о(о)֊ф0(о))]=с(а)+^(а), сг е /с

р(х - 1)о(о)- ц/До) = Е(р\ се!՝

Для упрощения записи кусочно-постоянные функции 
а[Сй(а)1-.И°(°)] обозначим опять через а(о),...,^(а) Так будем 

поступать и в дальнейшем относительно кусочно-постоянных функций и 
определим их на всей плоскости равенствами /(ш) = /(с) (0<г < со)

Легко заметить что на /0 имеет место равенство
Ке[е’^°кй(о)]=/0(а), об/0 (12)

где /0(о)=Ке^ л г/1(о)} Л(о) = Л4, (1^ -дуги окружности /0.

соатвспствующие сторонам £{*')

Из условий (11) и (12) относилельно функций (о(£) и Ц/0(С) получим 
грайичную задачу

Ке[е-‘”®(г)]=/։(т)1 те/0 (13)
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, . 1 —т-; £(о) .
“(о)----- Г—п,И0(д)= 06/,

р(х-1) р(х֊1)
(14)

где /,(т) = /0(г)----- -------Чс(т) + £(т)
р(х֊1)

Рассмотрим новую искомую функцию определяемую
формулой

■ 1 1՜ ГП г 
՝7—л чь - +£ -<И<1

R
(15)

В силу условий (14| заключаем, что И'ХС) является голоморфной 
функцией в кольце Г) (1/ R < |Д| < R), и удовлетворяет граничным 

условиям
Кее’,’(’)И'(-г)]=/0(т), те/0

Кс|е^<,1И^)]=/֊1(Д ;е/0՜

где /' -окружность |С| = —, /’(։) = /,(։)+—т֊1 л Ке1е՜'“/-՜] 
Л р(х-1)

Теперь рассмотрим многоугольник (/!,). целиком расположенный 

внутри контура Д. и подобный многоугольник (Лу) так, чтобы 

соответственные вершины были расположены на одном и том же луче 
проведенном из точки г = 0 (коэффициент подобия р пока не фикси

руем) Вершины многоугольника (Л.) обозначим через А I Л՝_ ~ Л, I, а
Ч Р ) 

границу — через Д.

Обозначим через двухсвязную область, ограниченную многоуголь
никами (Л..) и (Л։). Положительным направлением на границе области 

5 (/. = Д о Д) выберем то, которое область 5 оставляет слева.

Пусть функция 2=0) (С) конформно отображает область 5' на 

круговое кольцо О (1 / R <’С; < R]. При этом Д переходит в окружность 

/0, а Д - в окружность /0 Функция со (^) должна удовлетворять 
гра н и ч н ы м тело в и я м

Ке[е“м?;со’(т)]=.Д(т)

Ие[е-,а(?,*։Цт/ R7 )]= -- Дс(т/ R2), т е /0 

Р
Дифферен.цируя граничные условия (17) по 5, получим

(1?1
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Не (?) =0, те/0
(18)

Ие (г) =0, /е/0

Решение задачи (18)

[3] имеет вид

(относительно функции “■ (<;)> класса

։/(<;)=к ■е*՝ р[е(я4'^(я*Ч)- л4;՜2 ■ R2

гДес(;)=ГК;-О։Г5-, ХС)=ГЛ֊>Г- 6- = 

1-1 л»։ \ л /
о Аа։п — величина внутреннего угла при вершине Ак.

с0 = — (1п[е*|<։(:֊1-Я2-т 21—, к —действительная постоянная
4я? / т4 

(19)

0 у>0
I /<-1

где

Формуле (19) .можно придать вид

у?-|

(20)

гк)=ПП р-/-։ Д-1\
Таким образом, функция (0 (£) имеет вид

/

(211

С 
аХ'

где £,0 - фиксированная точка области £> .

Из приведенных результатов заключаем, что функция е 
представлена в виде е2։а^ = ), где %(^) = й)’ и. таким

хМ х(т/я2)
образом, граничные условия (17) можно записать в виде 

пв+я^ге^Мт)]-՛ /0(т) (22)

Я(т/Л։)+ Я(т/Л’)= 2е“(!>р՜՛[х(т/Я:/0(т/Л2), те 10

гАеП(;) = <0-'(ОЬсК)Г'.
Необходимое и достаточное условие разрешимости задачи (22) имеет 

вид
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k, со* (т) t P k of (т/Л3) 1

Из этого условия находим зависимость между р и /?

' '\/т

р= Я- --------------------- -—;
(/о(ф'“‘”Го/(г)

(23)
т v/t

1о

Вернемся теперь к задаче (16). Легко заметить, что если -
I •

решение задачи (16), то И"(С) = о (с). где <0 (с,) определена формулой 
(20) Для того, чтобы задачи (16) и (17) были одни и те же. потребу м, 
чтобы имело место равенство

I I -֊ ||1е[е ,а''*Л(,)]= —Л—-т[е(/)+й(/)֊ 1<е(е'й£^)] (24|

V р.՛ ли-։)

Если постоянные (к = и Е ~Е}+(Е. подберем так чтобы 

имело место равенство 124) то уравнение контура Д определится из
соотношения

125)

а функция будез иметь вид

ч' ,(;)-p(x֊ib
Е E, CeD (26)

В качестве примера рассмотрим случай, когда (т^) — правильный 

многоугольник Предположим, что на каждой стороне многоугольника 
действует один и тот же постоянный нормально-изгибающий момент М .

Начало координатной системы возьмем в центре многоугольника 
(.4. ). а ось. Ох направим перпендикулярно к стороне . В этом случае 
можно допустить
ЯА = гехрс --1' т — (к-|) ■, dK =—-(А-1), ал 

п г։ п
= Я-ехр' —(А'֊1) 

п
(27)

В сил^этих формул легко показать, что функция / (т) является 
постоянной

/9(r)=rcos- 
п

Кусочно-постоянная функция г(т) в этом случае имеет вид
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с(т)= М
о-1

Л . 2л .

7-> « 2(o-l)sin " - 
п

cos--cos-(2£-l) , 
п п

М

Таким образом, условие (24) примет вид (считаем = 0 )

я 1
COS-=—7------- г" Ти-1)

cos-K(2£-l) 
ctg--------п f .

П . Л51 п
-(E! созал 4- E, sinaМ

или, то же самое
(. 1 'l л М л М 2п,, л л
К pj п 2(ст-1)р(х֊1) п 2(а-|)р(х-1) п п

М . 2л/, л E, 2nf. л Е, . 2п ( л
+ Г7—тг~?---- \sin — И՜ О—Н—icos—U-1)—; -—г sin (к -1)2(о-1)р(х-1) п v 7 p(x-l) п V 7 p(x-l) п ' 7

(28)

Если возьмем
М х л

——ctg 2 2п
из (28) получам

!-1
. PJ

лл 
reos —

п 2р(х ֊ 1/а -1)' п

Отсюда, учитывая, что р = -Л[4£)(1 - с)]՜1, получаем формулу для к :

, MEh1
к =------------------------ ----- ֊ (29)

12(1-»-о)* г sin К I-
«I р;
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