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Invariant solutions of Ux։ — Ս՞Ս՛ՀՍ^ = g(ւՀ)Ա* ւՀ.
В работе на основе группового анализа нахождение инвариантных решений сводится к 

решению обыкновенных дифференциальных уравнений. Рассматриваются случаи, когда 
возможно аналитическое решение.

1. Введение
В |1) был проведен групповой анализ уравнения с частными 

производными вида
“хг -ихиуиуу = . (Й

где m.n.p.q շ R — произвольные постоянные; g(u) е С2 (Л). Полученные 
группы преобразований, относительно которых уравнение (1) остается 
инвариантным, позволяют строить инвариантные решения уравнения (I) 
Эти решения удовлетворяют обыкновенным дифференциальным уравне
ниям. которые в некоторых случаях решаются аналитически. В конце 
рассматриваются физические примеры, решения которых сводятся к 
частным случаям уравнения (1).

2.Симметрнческие решения уравнения (1)
Результаты работы [1] можно компактно представить в виде табл. 1 и 

2. На основе этих результатов строятся некоторые симметрические 
решения уравнений (1}. Эти решения будут выражаться формулой

/?՜ /•'(/,) (2)

где /, = <р,(х,у,и) и /, =(p2(x,v,u) —произвольные инварианты соответ
ствующей группы симметрий |2].

Если функцию и, найденную из (2). подставить в (1), то получим 
обыкновенное дифференциальное уравнение. Таким образом, нахождение 
симметрических решений уравнения с частными производными (1) 
сводится к решению обыкновенных дифференциальных уравнений, 
которые иногда решаются до конца. Приведем ддя некоторых случаев 
замену переменных и обыкновенное дифференциальное уравнение. 
Например, подробно рассмотрим случай V) (см. (1|).
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V) п * 0,1,2; т — произвольное число. Тогда можно выделить 
следующие подслучаи:

а)#(м) = Л(к + а)1' Решение уравнения (1) ищем в виде

и + а = (х + Г(0); 0 = (х + ^У>,(' (у + ^)՜՛ (3)
с, с, ' с3

Таблица 1
«(«) т,п, р.ц,а,$ Инфинитезимальная группа
Л(и + а)1՝
Л,а,Р = соп51

п * 0.1,2 =с,х-ьс2Л2 =с,у + е41г|=с5и + с6, 

с5 = -с, /(1 + 20),с6 = ас„с, = 0с։ /(1 + 20)
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И = -с.м +с4еау ,7} = А

т = а ֊ 0,7 = 2

-Р=р=п=1
=с։х + с2, л = суи + с5иу, 

V =(с,+Су)у/2 + с5у:/4 + с7

га = 0 = 0, 4! =с։х + с2Л: =с4։ц = Суи + с6еА‘ +с7, 

X = Л,с, = (л -2)С| !п

Тогда для определения функции ^(0) получим

^(^-1)Г + 0Г^-(2^ -1 + 62)4-(^)202Г'֊(֊1)'я 92(т*')(Г)'" х 
с, с, с, с, с, с,

С С г! с с
хр/ч-^-ег՛]'՛—(е2^՛) = (֊1)'+ и»

С| С, б® С( С|

Ь) &(н) = Ае 4 • Тогда
<■) с с с с

и=-^ 1п(х + ^-) + /46), 6 = (х + —)“ О' + — ) 151
С] С} С| Су

и обыкновенное дифференциальное уравнение в этом случае имеет вид

_ 2.+_1)ер+(^)^о2г”֊(֊1Г 02(л‘п[— + ~е^|](^,)ж * 
с, с, с, с, с, с,
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x[9F'+ö2F”] = J(֊l)I702v(F')7[C“ + — 0F*]perF (6)
c, c,

Таблица 2
g(“) ??!,?!, р, (/ 4нфинитезимальная группа

Аек"
ЛД = const

п* 0,1,2
п + т & 0

с =С։Х4-С2,^3 =сду + сд,п = с$
с5 = <?t[(n-r w)(p-2) + ö(2-л)]/ Л(л 4֊ т), 
с3 = (2-л)с, /(п 4 т)

.4 - .71 = р = (/ = U =ф,(х-у)4-ф,(х 4 У)Д2 =-ф1(х-» 
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V =С,Х4-С2Д- =С).У4-С'4։

п = [g(»)l՜3 (с5 + ß) JteOOr

а = 1 /(р -t- q -1),ß = [с։ (р - 2) qc2 ]а

ц = 2,т - -2. 

р + ? = 1

=С,Х4-С2, V=<\y4֊t-4>

И = g(w)[c։ (р - 2) 4- qcy ] / g'(и)

с)и + m ~ 0. p ~ q = 2, g-(w-)-произвольно, тогда замена переменных 

и = F(0), 0 = (х 4 а )(у 4- ß)՜
приводит уравнение (1) к виду

О2/՝"-[04Л"+29!Г](ОГ)”(-е;Г)" =g(F)(0F')<’(-62/:”)։ (7)
ei') g(u) -произвольная функция, п 4- т * 0. Тогда подстановка

U = F(0), 0 = х—(8) 
(?2

приводит к следующему уравнению для неизвестной функции F

Гн[1 ֊(֊!)*( (F).....] = (- glDtF'Y"4 (9)
c2 c3

Рассмотрим некоторые подслучаи из случая I) (см. |1)). Например, в 
случае с). кофа р = 4 = 0 и g(w) = , после замены переменных

1 х2
н = ֊лну + г(е),е = >=֊— (Ю)

л у
уравнение (!) сводится к уравнению

56



2еЕ'-в2Е"=е™. (111
В табл, 3 приведена замена переменных и полученные обыкновенные 

дифференциальные уравнения (1). В табл. 3 приведены также некоторые 
другие дополнительные дифференциальные уравнения, рассмотренные в 
1П-

Таблица 3
Случаи Замена переменных Аифферен циальное 

уравнение
g(u) = Л(и+а)р
3*1
n-m = p = q=0.

u + a = (x + yy + 5)MHJ)F(0), 

0 = (х + уу + 8)(у+ух+е)՜1
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ш = 0
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g(u) = А = cons

u=(x + c2/CiY',r' F(G)-

-c6eAy
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(b-l)(^F + F) + 6F'+F"-

-F"[bF + F'Y =

= -IF’[Z>F + FT,b = c$/c։

o
q
 

3 
а

с4
 

II 
11

" 
II 

II

г 
о 

~ и = -Ху2 / 2 + c4y/C] + 

+ c6 / c։ + (x + c2 / Ci )F(G) 

9 = (x + c2/c1)(y + 2cJ)/ 

/(c, +cs))-2Mrt<f։)
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-2a[bF + QF,]-[(\ + 2a)x 

x9F+2ce2F"] = 0 

b = c5 !cx,a = 1/(1 + b) 

c = 2/(l + c3/c1)

3. Аналитические решения для уравнения (1)
Приведем некоторые примеры, когда дифференциальное уравнение 

(1) решается аналитически. В случае VI) (см. |1]), когда 
т = 0, п - V, р = я, q = 1, g(u) = А = const, после замены переменных

и(х,у) = (х + с, / с,' Г(0) - / с5 (12)

где О - сху/е4 + 1п(х + с2 / с,). уравнение (1) сводится к

(^-֊ 1)(^F + Г) + F + F" - F"[-F + F'r = -№՝&-F +.F')" (13) 
с| С) С] С| с։
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Если положить Л = -с5/с։, то можно снизить порядок уравнения (13) 
и Получить:

1) при 7. Ф 0 имеем

InZ-Z՞/« = (Х +1)0 +Дп/10 = const (14)

где Z = -7F + F
2) при Z — 0 имеем

F՝ - 7F = 0. или F = ВеУЛ ,13 - const (15)

Рассмотрим случай 11). При р = 1, q = 1, g(u) = X = const. после 
замены переменных

С.Z* f* Z* X* — У
M(^,y) = — e ‘Xv + —+ (x + —)'’F(0), 0 = (x + —)e rj (16)

Cj Cj e, c,

для определения функции F(0) получим следующее уравнение

02F“-2F-(^)2(0F՛ + F)(02F +0F') = ֊xAo(OX + F)F՛ (17) 
c.

Уравнение (17) получено при условии Ct^0. Если с։=0. то после 
замены переменных

и{х1у)---^-е~х'> + —_y + F(0), где 0 = х- — у (18)
с3 с3

Тогда для определения функции /г(0) получим

F'[1-(S-)2T] = XF'(^֊^-F) (19)

С’з Cj Cj
Легко заметить, что уравнение (19) имеет решение

с ггF = Be* где у = хЛ,с5=^-. (20)
с։ с2

4. Физические примеры
4.1. Продольные колебания балки. Известно [3], что продо/\ьные коле

бания балки под действием продольной силы Р описываются уравнением 
вида

рм„֊ог = Р(х,1уи,и^и,,...) (21)

где р, и и..^ - плотность, перемещение и усилие балки (здесь I - время, 
х — продольная координата). В частном случае, когда 

= £(и)и?и,ГЯ и О = ‘, Р = Ро = СОП5(, уравнение

(21) после очевидного преобразования принимает вид (1).
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4.2. Одпомервый газ. Уравнение движения сферически симметрич
ного одномерного газа можно представить в виде [4.5)

р, +(рм)г + 2pur՜' = О

и, +ииг + р~'р, =0 (22)

р = с2р,с2 - const.

где с.р,р.и -скорость звука, плотность, давление, перемещение среды, 

соответственно Введя функцию p(rj) по формулам

рг2 =цг, pur2 =-ц, (23)

и перейдя от переменных (Г,г) к (т,ц), где /т = 1, tu =0, можно показать, 

что для решения системы (22) достаточно решить уравнение

=2r՜' I24'
и по формулам (23) восстановить функции р и и. Уравнение (24| 

совпадает с (1) при п = р = q = О,тн = -2,/(и) = 2и-1. Как заметил М. М 

Минасян [5]. уравнение вида (1) получается также для общей модем։ 

политропного газа (р = с‘р’). В этом случае получается уравнение 
t =2r՜' (25)

которое тоже имеет вид (1).
4.3. Уравненпя мелкой воды. Система уравнений мелкой воды 

переменной глубины имеет вид [2,4|
Пг+1(П + Л)и]ж =0, и, + иих +gT)x =0 (26)

где 1](х,7)-форма волны, й(х)—переменная глубина. —
горизонтальная скорость частиц жидкости на свободной поверхности и 
g -ускорение свободного падения [4.5]. Если с помощью формул

И + А = И,> (т| + А)и = ֊Н,
перейти к переменным (т,ц). где /т = 1, = 0, то получим уравнение

= *’(*) (2?)

которое совпадает с уравнением (1). когда n = р = q = 0, w = -3. 

/(х) = Л'(х). Решение последнего, как и в предыдущем примере, 
позволяет найти решение системы (26).

Отметим, что в последних двух примерах материальные постоянные 
приняты равным единице.

Все приведенные примеры имеют только иллюстративный характер, 
показывающий, что уравнение вида (1) может получиться в различных 
отраслях механики.

Выражаем благодарность М. М. Минасяну за сделанные замечания и 
ценные советы.
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