
ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

ЦЪ)иш&ОДш 53, №2, 2000 Механика
УДК 539.3

ИЗГИБ ПРЯМОЛИНЕЙНО-АНИЗОТРОПНОЙ 
ПЛАСТИНКИ В ВИДЕ НЕПОЛНОГО 

ЭКСЦЕНТРИЧЕСКОГО КОЛЬЦА
Айрапетян В.Ж.

Վ.Ժ Հւսյրապետյան
Արտակենտրոն կիսաօղակաձև ուղղագծային անիզոտրոպ սափ ծոումր

Դիտարկված են արտակենտրոն կիսաօղակաձև բարակ սափրի ծոման խնդիրները, որոնց նյութը 
օժտված է ուղղագծային օրթոտրոպիայով: Երկբևեռ կոորդինատային համակարգում ստացված են խնդրի 
ւփֆերենցիաւ հավասարումը և եզրային պայմանները: Դիտարկված եզրային խնդիրը լուծված I փոքր 
ֆիզիկական պարամետրի մեթոդով: Կոնկրետ օրինակում բերված են եզրագծով ամրակցված |ոանակաձե 
ուղղագծային օրթոտրոպ սափ ծռման խնդրի լուծումները:

V.J. Hayrapetyan
Bending of Rectilinear Anisotropic Plate in the Form of Excentrlc Non-whole Ring

В предлагаемой работе рассматриваются задачи изгиба тонких анизотропных пластин в 
виде неполного эксцентрического кольца, материалы которых обладают прямолинейной 
ортотропией. Для исследования рассматриваемой задачи получены дифференциальные 
уравнения н необходимые величины в биполярной системе координат. Предложен метод 
решения рассматриваемой краевой задачи Для конкретного примера приведены решения 
задачи изгиба прямолинейной ортотропной пластины в виде луночки с закрепленным 
контуром-

1.Постановка задачи.
Рассмотрим упругую однородную анизотропную пластинку 

постоянной толщины h, имеющую форму неполного эксцентрического 
кольца, ограниченного окружностями а = const и 0 = const, которая
деформируется под действием изгибающей нагрузки <7 (фиг. I).

Предположим, что 
пластинка является ор
тотропной. т.е. имеет в 
каждой точке три 
плоскости упругой 
симметрии. Далее 
примем срединную 
плоскость недефор- 
мированной пластинки 
за плоскость
поместив начало коор- 

Фиг. 1 динат в произвольной
точке и направив ось хз в сторону ненагруженной внешней поверхности.

В этом случае изгибающие, скручивающие моменты, перерезы
вающие силы и компоненты тензора напряжений определяются через 
функцию прогиба И/(х1,а:2). которая удовлетворяет следующему диффе
ренциальному уравнению [1]. (2]: 
16



д4№

дх*
а4)У а4гг

+ 2 Д —5—г + Д —— = а 
дх2дх2 ‘ дх2

(1.1)

причем Д >0, Д > 0.
Граничные условия 

(защемлен), будут (2,3).
в случае, когда край пластинки жестко заделан

И' = О,

Таким образом, задача об

^ = 0 
дп
упругом равновесии

(1.2)

пластинки,
изгибающейся под действием перпендикулярных к ее плоскости сил, 
сводится к решению дифференциального уравнения с частными 
производными ((.1) при граничных условиях (1.2).

2. Метод решения задачи изгиба пластинки в виде неполного 
эксцентрического кольца, обладающего прямолинейной ортотропией.

Для решения поставленной задачи удобно представить 
дифференциальное уравнение (1.1) и граничные условия (1.2) в 
биполярной координатной системе.

После ряда преобразований, дифференциальное уравнение 
примет вид:

(1.1)

еЛ[ф]+8$[ф] = ?
Здесь для операторов Л [ ] и Б ( ) приняты следующие обозначения:

(2.1)

л[]э сЬа + со$р 
а

4зт Р

а4 _
- + 2 

да*

а3 а
сНа + со5р^<5а2др др5

д д 45110. д
5а2ор сЬа ч-созр^аа3

а3 
дад?>

2(сЬ2а -соз2р)Г а2 а

(сЬа + собР)2

$[ 1=а, + в- -4—+в-> Д-++в.
1J ՛ са՜' ՛ ба’ар ’ 5а’ ’ За2

„ а „ д' о а4
+ Ц-,------1- ---- -----— 4-... 4- о..  -

да * аа2ар2 ’ ар4
где

1 а =------------ад+д7
авИа

Ф(а,Р) = ^

5 = д-я.
Д 4-Д

да2 ср2

д2

5 дадр

а 51п Р
сЬа + соб р * сЬа + соэ Р

азИа а 81п р
сЬ(Х + СОБ р ’ сЬа 4֊ С05 р

6А' = 2(Л-А)

+^2

(2-2)

+ В* 8а2ар

е=֊^
Д 4 Д

ВДа.р) = —Ц- {9-17Л-12соз2р-г 1б/гсо82р4-Зсо54р4-Асо84р- 
64а

-8А(со5р-со53р)сЬа-4[3֊4А'4-4(-1 4-£)со$2р4-со84р]сЬ2а4-
4- 8£со5рсНЗа-8Асо53рсЬЗа 4- ЗсИ4а 4- АсЬ4а-4соз2рсН4а 4-
4- со54рсЬ4а֊Асо54рсЬ4а}

(2.3)

(24)

(2.5)
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а функции 1 = 2,3,..., 14 имеют аналошчный вид, и для краткости их
выражение не приводится.

Предположим, что Д>Р2. Тогда очевидно, что 5, заданное 
выражением (2.5), будет малым физическим параметром (0 < 5 < 1).

Из уравнения (2.1) видно, что это—дифференциальное уравнение с 
переменными коэффициентами с неразделяющимися переменными, 
содержащее малый параметр.

Чтобы преобразовать дифференциальное уравнение (2.1) в более 
удобный вид. вместо неизвестной функции Ф(а,р) введем новую 
функцию Ц/(а,Р) так (4)

, сНа + созР 
Ч»(а,Р) =------------- —Ф(а,0)

а
(26)

Тогда дифференциальное уравнение (2.1) после ряда нетривиальных 
преобразований можно представить так:

еГ[ч/]+8Я[\|/] = ? (2.7)

где для операторов 7] ] и /Д ] приняты
7'[ ] ГсНа^УГ^ + 2_^ + ^_2^ + 2^ + 1

I а ) [да да2др да2 др2 (2.8)

са
б4 . 5' , З2 , б2 . 8У ■

----г—— + А, 7 4- А. 7 + А, Ь А/■--- т----- Н 
дадр да3 да* дадр------ да2 др

< д , д4 А д4
+ Д------Ь Д ---т Г + ^14 ---- Г + (2.9)

За "аа2ар2 14 ар4 15
где
А1 [а,Р]={9-17 к-12соз2р+16£со82р+Зсо$4р+Асо54р- 8&(со8р-со83р) сЬа-

-4[3֊4&+4(-1 +£)со82р4ч:о84р]сЬ2а4-8£со$РсЬЗа-8£со83РсЬЗа+
+ЗсЬ4а+&сЬ4а-4со82рсН4а+со84рсЬ4аЛсо84рс114а}/[64й(со8р+сЬа)] 

а функции Д. /=2,3,..., 15 имеют аналогичный вид.
Граничные условия (1.2) в случае, когда края пластинки закреплены, 

имеют вид:

VI, = 0, (210)

Таким образом, решение задачи сводится к решению краевой задачи 
(2.7), (2.10), т.е. к решению дифференциального уравнения в частных 
производных с переменными коэффициентами с неразделяющимися 
переменными (2.7) с граничными условиями(2.10).

Решение дифференциального уравнения (2.7) представим в виде 
ряда по степеням б :

\у(а,р) = \|/0(а,р) + 5\|/1(а,Р) + 82ц/(а,Р) +... (2.11)
Тогда для определения ц/;(а,Р) (у —0,1,2,...) имеем следующие 

системы рекуррентных уравнений:
(у =о,1,...) (2.12)

где

18



4Q=q 12 13)
<7.•=-Н[ч/м], (1£1) (2.14)

Граничные условия (2.10) с учетом (2.11) будут:
£"-’'=51-=0’ ^1^=֊^и.=0.>=0.1.2....(2.15)

Итак, задача изгиба прямолинейной ортотропной пластинки в виде 
неполного эксцентрического кольца с закрепленными краями сводится к 
решению системы рекуррентных дифференциальных уравнений в 
частных производных с постоянными коэффициентами (2.12) при 
граничных условиях (2.1'5).
3. Решение задачи изгиба ортотропной луночной пластинки с 
закрепленным контуром.

Рассмотрим ортотропную упругую тонкую пластинку, имеющую 
форму круговой луночки, подверженную действию распределенной 
поперечной нагрузки (?(а,р). В этом случае граничные условия (2.15) 
сокращаются:

=*Лм>,=0, -^-|р.»„=-^|рч1;=0 <з-ч

Решение уравнения (2.12) при 7=0 в соответствии (4) можно 
представить так:

Фо =(а,₽)= ||/.()(Р,т)со8та4-/м(Р,т)8тта}/т (3.2)
о

Для функции /е<,(Р,т) [равным образом, для функции /Л0(Р,т)| имеем: 

/«,(₽»»*) ~ 4,(m)chmpcosp + BochmpsinP +

+ CQ (m)shm p eos p + Doshmp sin p + /f0(P,m) (3.3)

Здесь /0(P,w)—частное решение следующего дифференциального 
уравнения

֊• + 2(1 - '«)’ “Г + 0 + "’)7о = Ш"‘) 13-4)

где

^fo(P.™) = — Г —— cos mada (3.5)
я х,° eg՛

n /п ч 1 7<Л>(а»0) • , ( сЛа + cosP")
Ло(Р7«) = ֊ —֊ ֊Г 2 sin mada, g =-------------- (3.6)

* eg k a )
Решение уравнения (2.12). при j> 1 также представим:

Ф j =(a,p) = j[/.y(P,?0coswa + 4(p,w)sin7։a}zn (3.7)

о
Для функции /Др.я) [равным образом, для функции /ДР,н)) 

имеем:
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/9(Pi”) = /1, (?i)ch??pcosp + Z?ych«psinp +

4-C,(?j)sh?jpcosP + /);shnpsinp + /<?(p,rt). (3.8) .

Здесь f.(p, ??) -частное решение следующего дифференциального
уравнения

ар՝ '
а2/.
ер>(1+я)^= T,(P,n) (3.9)

где

е,(₽,л)=^ —-—7—coszKxrZa 
i

(3.10)

^ (₽.«)=-
я _

f?;(«,₽) . ,
——֊— sin лада

i eg
(3.11)

В габл. 1—2 приведены максимальные значения прогибов.
вычисленные по. двум приближениям для различных пластин
[р,=- c£X 

P | счIIc* 
co. 

К | сч 
1 =-т* ~TJ (фиг.2,4,6),

причем D}! D, =1.25, D3 = 6D, и при нормальных нагрузках 
\q = const. g(a,p) = (cha + со$Р)мПа).

В табл 1 приведены результаты первого приближения, совпадающие 
с результатами соответствующей изотропной пластинки. Второе прибли
жение дается в табл. 2, откуда видно, что поправка анизотропии 
составляет 10%.

На фиг. 3,5,7 изображены конфигурации срединной поверхности 
деформированной пластинки.

Значения — Таблица!
а

P։>Pj

qMFIa

К 
I ’T| 

К 
1 vt

И 
И

— 
r«

O
. 

CQ
.

К 
| гч

К | cm 
II 

n 
c£ 

co.* TD
 

TX
»1
» 

"
II 

II

q(a,p) - cha + cosp 0.0016884 0.019867 0.043606

q = const, 0.001956 0.031716 0.105386

Значения l[jr(0>mix + SWZ<I>max Таблица 2
a ____________

P,.P?
.цМПа

~ 
‘C

D
w

 
—

и 
II

-t-
l^

-U
l M

К 
I

£ 
| CM 

и 
II 

— 
<4

co. 
CX

см 
I 

к 
I

| 
см H

и 
и 

— 
гм

ex 
ex

q(a.P) = cha - cosp 0.001536 0.01808 0.03968

q = const, 0.001780 0.02886 0.09590
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Фиг. 3Фиг 2

Фиг 7
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