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К ПЕРВОЙ ОСНОВНОЙ ЗАДАЧЕ ПЛОСКОЙ ТЕОРИИ 
УПРУГОСТИ ДЛЯ АНИЗОТРОПНОГО КЛИНА 
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On the Firat Fundamental Problem o( Plane Theory of Elailklty for Anleotroplc Wedge

В работе при помощи преобразожаким Меллина решена задача плоской деформации 
анизотропного клина а общем случае прямолинейной анизотропии. Полученное решение 
позволяет определит», области изменения геометрических м физических параметров задачи, 
когда напряжения п першии՛- клина имеют особенности Рассмотрены частные случаи11лоская задача для анизотропного клина была рассмотрена в работах |1-2) и др В работе |3) при помощи косоугольной системы координат и преобразования Меллина решена плоская задача теории упругости для анизотропного клина с утлом раствора меньше п. причем не рассматриваются особенности напряжений в вершине клина. В работе [4) рассмотрена задача об особенностях напряжений в вершине клина, материал которого обладает цилиндрической анизотропией.В настоящей работе при помощи преобразования Меллина решена задача плоской деформации анизотропного клина в общем случае прямолинейной анизотропии. Полученное решение позволяет определить области изменения геометрических и х физических параметров задачи, когда  напряжения в вершине клина имеют фиг ։ особенности. Рассмотрены различные частныеслучаи.1. Рассматривается плоское деформированное состояние анизотропного призматического тела с клиновидным поперечным сечением (фиг.1)При отсутствии массовых сил компоненты напряжения ст։,
’’ Данной статья была представлена к опубликованию в журнале "Изв.АН Арм ССР, Механика” в 1973 г. По техническим причинам своевременно не была опубликованаПо решению действующей редколлегии статья публикуется в первона­чальном варианте без изменений, несмотря на последующие публикации по этой проблеме.10



выражаются через функцию напряжений /'’(х.у) формулами
а2л д2Е д2Еа<=—• стг=ТТ’ (Ы)оу дх охдугде /7(х,.у) удовлетворяет дифференциальному уравнению [5]

Рп֊^֊2₽м^֊Н2₽.г+Рг։)^—-2Р,։֊ +Р„^ = о (1.2)
дх дх ду ох ду дхду оуЗдесь р._--приведенные коэффициенты, которые выражаются черезупругие константы

у-кх

у = кхibie функции,координат.

d2F

дхду у = О 
d2F

(1.4)
дх 2 у - О
к -угловой коэффициента

а:ха п о=1>ад (1.3)На краях клина при первой основной задаче теории упругости имеются следующие граничные условия для функции напряжений:
82F . 82F-------— sin а--------- cos 
ду' дхду

82F . 82F------ sina + —— cosa 
дхду дх2где / (/ = 1,2,3,4) - задан грани клина в выбранной сиФункцию F(x, у) можно представить в виде |5]

2!՝(A^) = X^(jc + X֊^ fl5>i-lгде F^x + ^y) — произвольные функции, а X, - простые корни уравнения
V - 2Р'26 х3 + (2р;2+₽'“ >х2 - 2р; д+р;։ = о, р; = р., / р22 о .6)Удовлетворяя условиям (1.4), получим[х2 sin a + X. cosci]f*(x + X.fcx) = -/։ (х) /=1 [х. sin а + cosa]F7(x + Х;Ах) = /2 (х) (1.7)i-l

X х, w = А М, t = ш|»1 <-1где F\u) = d2F!du2Применяя к уравнениям (1.7) и формулам (1.1) преобразование Меллина, получим
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«V — W22 [X’ sin a + X. cos a] [г"(х + X։kx)x։"xdx = -j\ (s) ы i2^[x։. sina + cosajjF^x + X.Xx)*^^ = fz(s) (1.8)
r»l 0

£ )=z w, £ Z'(^)=z (j)
/»1 f.1Здесь и) 

/(■*) = J/(x)ä-j_’Jx (1.9)
0Если предположить, что напряжения при г —> оо, (г = у/х2 + у2) стремятся к нулю быстрее, чем г՜’, а при г —> 0 возрастают не быстрее, чем г՜', сходимость интегралов типа (9) обеспечивается, когда s меняется в полосе е< Resci (А) где 0 < 8 < 1.Интегралы, входящие в первые два уравнения системы (1.8). на основе теоремы Коши и с учетом принятых предположений относительно порядка напряжений в бесконечности и в вершине клипа можно привести к виду [3| 

=0 (J+X;i)«o

pTV + X,kx)x‘-'dx = (1 + А.,*)՜՛ р7(и)и"'</и = 
о о

со

= (1 + Х,к)- Jf/Wx’՜1** = (1 + A.,*)՜'F՜',^) 
ОСистема уравнений (1.8) после преобразования примет вид 22Х4[Х; sina + cos a]՛ ’ cos’ a/;* (5) = -/։(s)

22 [Xj sin a + cosa]՛ 1 cos’ aF/(s) = /,(s) ' (1.10)
»-1

/=l iВIРешение системы (1.10) имеет вид
7;"(s) = A//A 0 = 1,2,3,4) (1.11)где

л.й; Х,а։ Х4а,

а1 Й2 а4Л =
Х։ Х2 Xj Х4

-основной определитель системы (1.10),
1111

12



a. =(X, sina + cosaXl + A..A)՜Представляя простые корни X,- (/=1,2,3,4) уравнения (J.6) в виде (5]
Ч։ = Н±'8> ^.<=V±fyмя △ после некоторых преобразований получаем выражение△ = 4(Л։Л,) 2р cos2p*2 а{(Я1Я2);’[((р.֊ v)7 +(82 + y2))sin pq>։ sin р<р2 ++ 2y8cosp(p1cospq>2]֊ уб(л։2р +#22p) {112)где

R, = (psina + cosa)՛ + 52 sin2 a, R; = (v sin a + cos a)2 + y* sin2 a8sina A ysina , U-13)tg«?i=-------------- :—, tg<P2=--------------- :—» p = s-\cosa+ p sin a cos a+ v sin aПрименив к формулам (1.1) преобразование Меллина, для изображений на линии у = £х получим выраженияа,(5,р) = £X2 (1 + рХ,)- Ffa), ar(s,Р) = £(1 + ₽Х,)՜'Ffa)*՜’1 (1.14)
Подставляя F{(s) из (1.10) в (1.14) и применяя обратное преобразование Меллина, получим

2m △(*)
а'(х>>,)=^(Й(х+х'>’)"Шл (1151

где за путь интегрирования (£) можно принять прямую, параллельную мнимой оси комплексной переменной з и находящуюся внутри полосы (А) правее первого полюса подынтегральной функции.Как видно из формул (1.15). напряжения в вершине клина имеют особенности, если трансцендентное уравнение △($) = 0 имеет корни в полосе (А). Порядок особенности определяется корнем уравнения △(5) = 0, имеющим наибольшую действительную часть в полосе (А).2.Рассмотрим частные случаи. Если корни уравнения (1.16) имеют вид 13] 112=±/Х; Хм=±/х՜՛; а = к/2где % — действительное число, не равное единице, трансцендентное уранение Д($) = 0 будет иметь вид
13



Полученное уравнение соответствует общему случаю нагружения клина. Приведенное в работе [3] уравнение
получено для случая симметричной нагрузки.Если уравнение (1.6) имеет пару двукратных корнейX, = р + /5, Х2 = ц - 1'д что соответствует некоторому частному случаю ортотропии, функция напряжений Г(х,у) представится в виде

+ Х,у) + (Л- ֊ Х^С/х + Х/։у)] 
1-1Удовлетворив граничным условиям (1.4) и применив к ним преобразо­вание Меллииа, для изображений функций О, (/ = 1,2) получим систему уравнений

22 [л. .а/' ’(5) - ХДсдо + 2Х։т/. 51па)С/(5)] = -/, (5)

ХкЛ'С*) - 2</, соза)С;(5)] = /2(5)7 __ _ (2.1)
^[х1Аг;(5)-х/5(77(.)]=л(5)

а)
XH'(5) + (2֊s)G'(s)] = 74(j) (-1 где z. . .(cosa-X. sin«■ = (X, sina + cosa) cos а, с. =------- ;------ 2-----X. sina + cosaс/, = (X, sin а + cosa)՜1 cos1 aОпределитель системы (2.1) можно представить в видеД = 16Я*“2,(и*’ +ô2)cos21 a[sin (s-l)<p-(s-I)2 sin2 <p] где n’z \ 2 e 2 • ’ t. &/?.’ = (cosa 4-usina) +6՜ sin* a, tqcp =-------------------- -,cosa + gsinaУравнение △($) = 0 в этом случае идентично уравнению, соответствующему изотропному клину (1.2] с углом раствора ср. В рассматриваемом случае напряжения в вершине клина не имеют особенностей при угле раствора a < л , т.к. при этом <р < л . При углах a > л напряжения при вершине клина могут неограниченно возрастать, причем порядок особенности зависит от упругих постоянных материала клина, в отличие от соответствующей задачи для изотропного клина. На фиг.2 приводятся графики изменения значений первого корня 5 уравнения Д($) 0 в зависимости от угла раствора клина для некоторых
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значений ц и 5. Кривая 1 соответствует изотропному случаю [1]; кривые 2,3.4 построены для случаев |Л = 0,5 и 5 = 1; 5 = 1 и р = 2; 5 = 2 и р, = 2 соответственно.

Фиг.2В случае а = 2л, когда клин превращается в плоскость с разрезом, при простых корнях л. (У = 1,2,3,4) трансцендентное уравнение (1.12) имеет вид
4[(ц-V)2 + (5 - у): ]зт2 2пр = 0из которого следует, что особенность напряжений в основании, разреза имеет порядок 1/2. Такой же порядок получается и для других типов анизотропии. ЛИТЕРАТУРА
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