
ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 53, №2, 2000 Механика

УДК 539.3
ИЗГИБ ПОЛУБЕСКО11ЕЧНОЙ КУСОЧНО-ОДНОРОДНОЙ 

БАЛКИ НА ГРАНИЦЕ УПРУГОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ
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Կ.Լ. Մղայան, է.IL Մանուկյան
Կիսահարրության եզրում դրված կտոր-աո-կտոր համասեռ հեծանի ծոումը

Դիտարկվում է աոաձգակաս կիսւսհարրւորյաճ վրա կտոր-աո-կտոր համասեռ կիսաանվերջ հեծանի 
ծռման կոնտակտային խնդիրը: Ֆուրյեի ընդհանրացված ձևափոխության և ֆակտորիզացիայի 
մեթոդների հիման վրա, խսրւրի լուծումը բերվում է կիսաանվերջ հեծանի վերջավոր մասի տակ դործոդ 
կոնտակտային նորմալլարման նկատմամբ Ֆրեդհոլմի երկրորդ սեռի ինտեգրալ հավասարման:

K-L. Ag«yin, Е.Л. Manukyan
Bending of nn piecewise constant seml-Infinltc beam, lying on the clastic half-plan«

Рассматривается контактная задача о вдавливании иолубескопечной кусочно-однородной 
балки на границу упругой полуплоскости. На основе методов обобщенного преобразования 
Фурье и факторизации решение задачи сводится к фредгольмовскому интегральному 
уравнению второго рода относительно контактных давлений на конечной части 
полубесконечиой балки.

Контактные задачи о взаимодействии тонкостенных элементов в виде 
балок, плит и накладок с линейно-деформируемыми основаниями 
рассматривались во многих работах, достаточно полную библиографию 
которых можно найти в [1]. Впоследствии появились некоторые новые 
работы, которые по своей постановке и методу решения задач более 
близки к рассматриваемым здесь задачам. Отметим из них [2 — 5].

В настоящей работе 
рассматривается контактная 
задача о вдавливании полу 
бесконечной кусочно-одно
родной балки на границу 
упругой полуплоскости 
Задача решается при 
следующих двух основных
предположениях:

а) под балкой возникают только нормальные контактные напряжения.
б) во время деформирования балка не отрывается от края полуплос

кости.
Решение задачи сводится к интегральному уравнению Фредгольма 

второго рода. относительно неизвестных контактных давлений, 
действующих под конечной частью кусочно-однородной полубесконечиой 
балки, допускающее решение методом последовательных приближений.

Пусть кусочно-однородная полубесконечная балка с модулем 
упругости

£(х) = £։ [б(х) - 9(х - а)]+ £29(х та)

где £,, £2—постоянные. а 0(х)—функция Хевисайда, вдавливается на 
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границу упругой полуплоскости с помощью силы Р и момента М, 
приложенные на крас балки (фиг. 1).

Дифференциальные уравнения равновесия отдельных частей кусочно
однородной балки запишутся в виде 

г/4у
£>1 ֊Т = 0<х<а

ах
• 4 Ш

п <1 у ( ч 
Л ТТ = Я(хь д < х < со 

ах
при граничных условиях 

б/2 VI°'лг1^0 = М’ Л'лг\^>=~р |2>

и при условиях стыковки разнородных частей балки в точке х-а\ 
у(а-О) = v(a + 0), у'(а֊0) = у'(а + 0)

-в~\ в^.\ ~о—\ 131
՛ лз ։—0 - :-я+0’ "՛ аз I-“֊0 2 +0

Здесь У(х)—вертикальные перемещения точек балки. д(х) - 
интенсивность неизвестных нормальных контактных напряжений, 
возникающие под балкой £>)=£,/., Ог=Е,3:, /։—момент инерции 
относительно оси ог , перпендикулярной к плоскости хоу.

Введем функцию
Г(х) = [в(х)-0(х-О)]у+е(л-а)^ (4|

ах ах
Применив к (4) операцию дифференцирования в смысле теории 

обобщенных функций, с помощью условий (2) и (3). уравнения (1) можно 
заменить одним уравнением при -со < х < оэ следующего вида:

8”М + ֊'• 5'(х) - £ 5(х) + *,5’(х ֊ а) + Х38(х- й) 
ах О՝ О2 О՝ О՝ О՝

Здесь
д, (х) = [0(х) - б(х - а)]?(х), д2 (х) = 0(х - а)д(х) (5)

<£% с1^ =
с/х3 'хя։а+0 (1Х2 ''х=я-° ’

где X՝ = (О21 - О՝ ')ММа — изгибающий момент в точке х = а,

|х=а»-0 1x^-0 з

где Х2 =(О2‘ - O՝')Q.։'1 Qn перерезывающая сила в точке х = а .

С другой стороны, для граничных точек полуплоскости имеем |6]
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1 (*.»0) 5 Г0)(х)*к(0(х)=(б)

где У։(х,О) — вертикальные перемещения граничных точек полуплоскости, 
Г1<|>(х) = е(±х)А'|^-°), 9,(х) = [0(х)-0(х-а)]?(х) + е(х֊<։)9(х) (7)

ц—модуль упругости. V — коэффициент Пуассона материала упругой 
полуплоскости.

Условие контакта теперь запишется в виде
И(х) = Г,(1)(х), — со < х < со (8)

Применив к (5), (6) и (8) обобщенное преобразование Фурье, получим 
соответственно

ю37(а) = + Хге'°° ֊ 1аЛ,ел’° - — ֊ к,— - с2 (9)

-—-։8Япа^,(в) = и5‘\а) + (10)
Н

^°(а) = Й(о) (11)
те

где А (а) = |л(х)е|С՝4&, - со < а < со.
-со

Сопоставляя формулы (9). (10) и (И), после некоторых преобразований 
получим следующее функциональное уравнение

(*’, + |а|3 )?. (а) + (А, - А3,)?,(о) = /(а) ֊ у-д-га3/.’°(а) (12)

где

7(°) = 7 (а) + л (а), а.3 = /- о;1 О = 1,2)
-V (13)

7, (а) = ֊ у е'я‘ (юХ, - Х3), Л (а) = гаЛА3, + а2А3Х0 + А3 Р
Таким образом, решение поставленной выше задачи свелось к 

решению функционального уравнения (12) относительно 4. (о՛) и И3'\<у) .
Решение уравнения (12) построим методом факторизации (3.7). Для 

этого напомним, что 4,(о) и К(1)(о) являются преобразованиями Фурье 
соответственно <у, (х) и ^'-(х). где <у.(х) равняется нулю при х<0 а 

И(,)(х) - при х > 0. В дальнейшем, функции, обладающие свойством 

функции ^.(х), будем называть плюс-функциямн и обозначим индексом 
как ^Дх). а функции типа будем называть минус-

функциями и обозначим индексом " —как .
Приступим к исследованию уравнения (12). Для этого, как в работе (5], 

факторизуем (Ц +■<?՛/). представляя ее в виде
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(х32-ь|сг|3)=А,(о)А_(ст) (14)
где

(а) = (а + ։0)։'г О. (а), К. (а) = (а ֊(0)’" С. (а)

<?±(с) = ехр[ц/±(о)], ч>.(а)= |у(х)е։'"бЬ-, ф(х) = _- |1п 1 + Д е 
» 2п-» I н

■‘Олс/о

(ст±/0)3՜2 = <2 Т/а3'2, <2 =6(±а)|о)3'2 115)
Заметим что АДо) и [аДсг)] ՛ являются преобразованием Фурье

плюс-фуякции. а [А.(сг)] 1 — минус-функции в смысле вышесказанного.
Это следует из того, что К. (о) при о —>ос имеют степенные поведения.

Подставив (14) в (12), после некоторых преобразований получим

< (а)?, (п) = (^ ֊ л3, )Ф(1>(в) + Ф|2|(а) - А ‘°Э +Л А 1161
I —V К.(О)

где Ф('>(о) = ?,(а)/<(а), Ф(”(а) = /(а)/К\(а) .
а /։(су),/;(а) даются формулами (13).

Представляя теперь Фи)(с) в виде
Ф<‘>(а) = ф’*>(а) + Ф!*)(а), (* = 1.2)

где 
л О

Ф«’(о) = [фд(х)е^*, Ф‘‘։(а)= |ф»(х)е'*։& 
о -«

Ф,М = - (-■
/•7Г •' ) Ф,(х) = 
2<К.(<?)

±те֊^ 2*1Х.(а)
уравнение (16) можно записать в виде

Г, (а) н К. (а)д. (с) - (л,32 ֊ Ц )ф<”(а) ֊ Ф<г)(ст) =

= (?4 ֊Х>)фМ(а)+ф<»(а)+4М_ Р֊(С)
К_(о) 1-у А. (а)

Легко видеть [7]. что Е. (о) и Л. (с) являются соответственно 
преобразованием Фурье плюс-функции /\(х) и минус-функции Л.(х), 
при этом, как следует из (17), А, (л՜) = Е_(х), которое указывает, что 
Л, (л) и (л) являются обобщенными функциями, сосредоточенными в 
нуле Следовательно [8]. их можно представить в виде

^(х) = Г(х) = Уа46и)(х) (18)

где 81*’(х)- к -ое производное 5-функции, а п — любое конечное 
натуральное число.

Применив преобразование Фурье к (18), получим
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^+(сг) = Г.(ст) = ^а4о* (19)

С другой стороны, известно (2.5], что #+(х)-~1/՝/х при х —>+0. а

^."’(х) — 1 / < - х при х -» -0. А это, в свою очередь, означает, что
7+(ст)~ (ст-НО)՜1 2, И_(|,(ст) - (ст-Ю)՜’՛'2 при |ст|-> оо

Кроме того. нетрудно убедиться, что при |ст| -4 =о 
А՜, (ст) ~ (а - №)' 2> Ф<2\сг) ограничена, а Ф1'\ст) стремится к нулю.
Учитывая эти асимптотики из (17) и (19), получим

Я (ст) = Г. (ст) = а0 + д։ст (20)
Подставляя (20) в (17), получим

ф(!,(а) а0+а,а 
Хо°) + К Ла)

^(о)=(^_Хз)^) + 
' ’ 1 К. (а)

ИЛИ

^Л^) = (^32 [-=֊֊е‘1<иб/ст + ф12|(х)4-ф0(х), (֊<с<х<оо) (21)
_* К, (ст)

где
= (СТ)е-'°^ст. <р0(х) = у-Д,°е՜1"^, (-оо<х<<о) (22)

2" Л КД а) 2л Д К Да)
Далее, имея в виду теорему о свертке, получим, что

2- ргдх-^Ш
2* Л к Да) '

где

ф'"« = ֊Г)9(/)Л, ЛД») = Л(«.) = ֊ иД-е-'^а

кди)=яоГ)=-։֊
2я лк Да) 

или же

г^ЛКДа) ;
где

а
Цх,։)= |/гдх-5)ЛД5-г)<й 

о
Аналогично, с учетом (13) и (16), для Ф^(х) получим

= -Х’1еаД(х,а)+^.£|(х,а)] (23)
где

£։ (х,а) = -R, (х)К, (֊а) + <1Ь(х>а)!с1х
Тогда из (21) д\я 0 <х <со получим
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д(х) = (х2 - X,)|л(хд)^(г)Л = Ф(+2)(х)+<р0(х), (0 < х < со) (24) 
о

Если теперь в (24) полагать, что 0 < X < а, то получим относительно 
д(х) интегральное уравнение, разрешающее задачу

q(x) = (Хл2 ֊ X,)^L(x,t)q(t)dt = ф(2,(х) + ф0(х), (0 < х < а) (25) 
о

где ф<2'(х) и ф0(х) даются формулами (22) и (23)
Присоединив к уравнению (25) условия

Ма = М - jxg(x)dx, Qa = Р - J7(x)dx 

о о
получим замкнутую систему уравнения для определения неизвестных 
</(■*). М, и Q,.

Отметим, что после определения q(x) (0<Х<а) остальные значения 
</(х) (а < х < со) определяются из (24). В частном случае, для однородной 
балки, т.е. при Х։ = Х2 из (22), (23) и (25) получим, что

q(x) = ф0(х) = a0R. (х)-ш,</Я+(х)/</х

которое точно совпадает с результатом работы |5). Неизвестные 
постоянные л0 и а} определяются из условий

Я. (0) = & (а) /dc\ о=+0 = ։М
которые получаются из условия равновесия балки

Ж՝ ж
|<7(x)dx = Q, \xq(x)dx = М 
о о

Уравнение (25) допускает решение методом последовательных 
приближений в пространстве суммируемых функций при 

а
Х2 Х?։ । max j|£(x,t)\dx < 1 

' о
Приведем приближеное выражение для ядра L(x>t). Для этого 

заметим, что при 0 < л՜ < a, L(x,t) представляется в виде

[т?(х-5)Л(/ -s)ds, 
о
I ______
\R(x-s)R(t-s)ds,

.0

х < I

х > t

Не вдаваясь в подробости, приведем выражение [/С, (ст)] при о—>оо

л-3/2
”3 2\ )

/ \"7/25 J/2[ стч-/0 ]А л т3 - I х2 J
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+ 0 ст + УО
2

-9f2 , o + zOIn-------к 2

Тогда, если учесть, что [9] 
'/ .֊ч-з/зv + iQ X2 ехр(-3/л/4) ZZ — —— ■■ ■ ■■

Г(3/2)
(X2x)’/2

g + ioV'2 
к J

^^expC-^M) 
Г(5/2) 2

F՜1
g+ioY7'2

*2 ,

_ Y exp(֊7fr/4) s,։
T(7/2) 2 *

Г(з) - известная гамма-функция, то для Я(х/) получим 
л-3)л/4 п-1 'П3'2/»՜3'*'4

п/ \ 1/2 ЛК-уС з/2 -3^ ® «у?
К(х.) =--------- х՛ —---------х; +-------------- х' +

Г(3/2) <ЗГ(5/2) ЗГ(7/2)
+ о[х’''2 (1 + 1п х.)] при х -* +0, R, (х) = /?(х_) (26)
Отметим, что при получении (26 ) имелась в виду непрерывность 

Я+(х) в точке х = 0, т.е. R, (0) = /?(0) = 0. Это следует из того, что 
1/А\(о) имеет порядок (с + Ю) '՝ 2 при |о| —>сс и Rt(x). как 

преобразование Фурье от суммируемой функции 1/ К, (а) непрерывна.
В заключение отметим, что контактные давления в точке х - а. как 

это следует из (23) и (25). непрерывны.
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