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И էէ — u"'ll ( ll ^(ll)ll^ ll 'y հավասարման խմբային անայիվր

Այխասսսնրոէմ վերը ւյշփսձ հավասարման համար կատարվում I խմբային ասուվւզ Խմբային 
ասսվյպր րույ| I՜ տալիս Արված հավասարման ինվարիանտ {ու ծումների որոչումր հսսհիս։ (ilq սովորական ոչ 
Աճային դիֆերհնրխս) հավասարման լաՇմանը

D.J. Itasanyan, A.O. Hovanevyan
Group properties of U Ա ֊ U '' ll Il yy = g (ll )ll ‘ It Հ

В работе приполится групповой «шали i для Bbiinc.'ipJint'^Hiiuro уравнения, Групповой авали՜.։ 
позволяет снести нахождение инварнан ijii.ia решений рассматриваемого уравнения с 
частыми чрои пюдпммй i решению ой^кнопенных дифференциальных уравнении

1.Введение
Начиная с 60-ых годов, резко возросло тело работ, посвященных 

групповым классификациям дифференциальных уравнений В частности, 
работы [1-5] посвящены групповым классификациям, построению 
инвариантных решений различного рода дифференциальных уравнений, 
встречающихся в механике сплошных сред-

Решение многих физических проблем сводится к исследованию 
квазилинейного дифференциального уравнения с частными производ
ными вида

“и - X и>

где т.п, p,q ER произвольные постоянные, а функция ^(.ч) (£(՝ (/?) На 
основе группового анализа получены те преобразования координат, 
относигельно которых уравнение (1| остается инвариантным.

2. Алгебра Ли для уравнения UI
Пнфинитизимальный оператор группы симметрии уравнения [1| 

ищем в виде [1,2]

X =t\x.y.u} — + z’(.v.yj<)- Т1|(Х,у./0— <2)
дх ду ди

Тогда операторы X и X соответственно первого и второго 

продолжения i руппы имеют вид:
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.. .. и д
•У“* '■5,—+?г — 

дмх диу

v v д f/
* = * + ?н - ----- *- ?22 ------ + 5|2 —

Ч й% <4

i3|

(4)

где 5i,b2>5։i>5j2,b22 выражаются через ^.§2,П,пг,м>,г/х։,м։).,«уг по 

формулам (1):
5։-A(n)֊«,A(V). s(/=ö;(gj-«a5^‘). о,-а(+«Д

Di = D -г ul. dU։ . (Jt = г>/г9л‘р г)л = df ein , dlti - д/ duk. wt = Э / dxt

x, = x, x; ₽ у (i = 1.2)

Функции ՝5՜ И Л находятся из следующего определяющего 
уравнения |1,2]:

■уЧ.и"° <5>

где /*’ = ии -и^и ''и.. - ^(u^ir^u^ Уравнение (5) можно представить в 

виде
- А.{пл +"л -«£ -(«.Л!, -«Д’ -«д«Дг}-

- Л,{п>. +«а -«Л1, -«д'<Лй -«Л; -(»02^}-

- -«,п. ֊«,£' -«/?д -«д«,.^}-

+".’^ ‘"Л'г -("у);5д -«Л;-",“Лд} +

+пи + 2«։Пдк +п.«"«Г«„ + («. )2ii„„ -2^[«։”иХ'+ Л-

-2(", )՝§',,, -з«ли«,"<в»+ -2“.-Д2-

-“3£{п„ + 2»,ч„. +«„>1. + (и,)Ч„ -2«։Л;-иЛ՝У> -2»,»Л'„ ֊

-"лХ - 2»лД!, -«,(«.) - 2«,д; -2(«,)гс;;.

-311 - («, )Д2.} -пА + Лк 3 <>. /(",«,,чу) = «(«)«/’«’ (5)

Для произвольных целых чисел гн,п. p.q E.R и функции ^(и) из 

уравнении (б) получаем ц1 - с ,՝ц՜ =с;.т| = () и базис алгебры Ли имеет 
вид

|7)
>iX ’ ву

В дальнейшем рассматриваются следующие основные случаи 
показателей т и п
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1)W=(), zh=O: 11)/г - 1, ni = 0: 111)n = 1, nt = -1 ; IV)/r = 0. m = -!; 
Vi h * 0.1,2. \fm , VI) tn = 0. Vn : VII) n - 0,V/n , VIII) n = 2, tn = -2.

В каждом из указанных случаев из определяющего уравнения 
coo j ве ге । вен но получаем

is)

ч)՜1!, + Х = о,Е'« =12 = Ç; = El =o.n, =о (9)

н։> ?!, =Х=Х -s1, -n. =ч; -0,5; =t læl

IV) ë' = Ê„! = El = E'v = T),• = O.n„ + E’ -2*\ (11)

V)£i=t|a = t), = O, (т + 2У5;4(н-2)^֊(л w«)>t=0 (12) 

VI) -E;=£; = E; =0, -2ç; -(n-2)^ + nn„ =Û (13)

vin E,', = E; = E‘ = E՛, = 0, -(»i + 2)E2. + X + »ni. = 0 (14)

vude:, =£;=£; =?l=o os»
При этом определяющее уравнение (6) упрощается и принимает вид 

ч.. - + »?։„. -<Х -«4» -«"«X - ХСп» -«*ч. +

+»?՛»X + «;«7Х - - k ’1. - “■ (n. - V,)+Л.к£ - Л. >ъ об)

-V;.) + /Оъ-Х)=°

II Исслсдсоваиие уравнения (16) приводит к следующим подслумаям 
«) р = 0, <7 = 0.

</]) g (и) — произвольная функция. Уравнения (8)-(|6) удовлетво
ряются. если

q = 04’ = с,}՛ + с2, V = crY -г с\ (17)

Полагая поочередно одну из постоянных (,(/ = 1,2.3) ранной 1. а 
остальные, приравнивая к нулю, получим следующий бази< алгебры Ли 

„ () д .. (I ci
Х} = .¥,= ֊; = у - + х - (18)

fix " ду их (iy

a.) g(<() = Ле “ (Д = const. /. = const), тогда из (8)-116) имеем 
2с

ц = ~—§'«CiX + c.y + с3;§՜ =(,?л + с.у + с4 (19)

Базис алп.чЗрь։ \и в мим случае состоит из операторов X (/=1,2,3) 
и еще

V /• ч 2
—+ >' —-г— (201
()х ду К fin

</, ) g(n) - А{к t a)1', (A,a,p = const,|3 1) Тогда из (6)-(8) получим
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П " r4?(w + a)> = C>A՜+ c2>’+ сз ’V = c-x + С\У + c4 <21)
1-p

Базисом алгебры Ли будут операторы X, (i - 1,2,3) и

v ,у ч д 3 2 , а
Xs(X) = x— + y — + —(« + «)— (22)

дх ду 1 - р ди

При Р = 1 уравнение 11 j линейно и в этом случае

ь‘ = с2у + съ ,£՝ » с2х + с4,1] « с\и + а(х, у) (23)

где функция а(х,у) удовлетворяет уравнению

д: а дга
— (24)

дх ду
Базис алгебры Ли в этом случае беофиечен.

й4) g(u) = Ae՜՜'՜' (А, А = const). Тогда получим случай и2). Легко 
убедиться, что (6)-(8) можно удовлетворить, выбирая также

?' -ф։(х-у)+ф,(х + у), 5 = -Ф։(а ֊ У) + Ф2(Л* + У) + <-։

П = г[ф1 (а՛ ֊ У) + Ф2 (* + У)] (25)
Л

Ь) р и <7 произвольные постоянные (р*2,с/*2) Определяющие

уравнения (8)-( Iб| можно удовлетворить при следующих подслучаях:
Ь}) если £(н)—произвольная функция то

П = 0Л' =С,Л? =С2

Базисом алгебры Ли в этом случае будут операторы X. и X 

Ь2) если g(u) = А(н + а), то

с-1 р-2 + д
£ =с։л- + с2,§՜ =с,у+ сл.Г1 = С4Н+ с\. с\ =ш:. ,с4 =-^---------- С, (26)

р + р + </ -1

Базис алгебры Ли в этом случае образуют операторы X, и X. , а 
также оператор

V > о ч 3 д . р - 2 - а д
ЛГ„(а.₽.р.</) = х—• + у— + (и + а)֊!--------127)

(IX ду р + д -1 + р ди

Ьу) при ^(и) = Ае՝' из (8|-( 16) полупим

>1 >-2 р~2 + а .§ =С-,Л’ + С2, с =с։у + с-3?т) = с5, —Ч (28)
л.

Базисом алгебры Ли будут операторы Х} и Х: и

V п х р-2 + <1 дХ.(К,Р,<1)-х — + у—1-‘ 7— (29)
дх ду К ди

Заметим, что
*7(ХД0) “ ^.(Х); АГДа,РД0) = ,¥<(а.р) 130)

37



с) при р° 2. с/ = П.^(п) = (п • а) легко убедиться что уравнения 
(8)-|1п) имеют решения

“ =с։л+с,. |г*с։у + сэ. >1-(и + с0(с4.г + с,) (31)

Базисом алгебры Ли будут операторы X (։ = 1.23) и

.¥к - (и + а) . X* - х(м + а) — (32)
ди Зи

г/) Пусть теперь р =» О. с/ - 2 Этот случай получается из 

предыдущего, если поменян. л՜ на у я у(«) на - %(и}.

II) Пусп. и»1:т«0. При иом Исследовании уравнений рч, ць) 
ныде\>пот< я • М’Лукицие подслучаи

а) р - (). <i « 0.

а,) При £(и) - Л - const получим

Н'-с.лгс,^ -ЧУ*с։4» ’!-<<м ’ С<У <\ - 2<„ с, -Зс',/2 (33)

Базисом алгебры Ли будут операторы А,. X. и

.V
3 д 3 3

г------ у т
ди дх - ду

<* V °~-х՝ ~ ?Т 
ди ди

а:) При g(u) — Ас'՜ : А. л «const получается

- С,Л' + с, .с' «t ,у + с4,1] = с5. <. - -2с, / к

и ба лис алгебры Ли составляют операторы .Y и

д у д 2 3 3
ХИ=л —ч-----------------. X.t = v —

Зх 2 ду К ди ду

и.) При g(u) = А(и ֊сх)^: .4. а, Р =• const

£ «г(.г*с:. Г =г у-с4. х1 = с..п *с,. с = 2с;cft =ас 

и базисными операторами алгебры \и будут А՜՜ А’- X.- , Л'ц и

3 .23
¥(<=л-^М,а) ——

дх I -13 <tu

h)p « 1. q = 1

/>!) g(M I - /. « const Тогда

i = t ,.v * c .. £' = Cjt q = -CM -r c e * G

Базис амсиры Ли состот из оиер<ггоров Л՜ Л' . , Y(ll и

XAM = e'’i
<Ли ди ди

Ь:) ^{и) - Де‘*; А.7.- const Тогда

- с л * г.. V " ~ v * cj> ’1 * с4 • <՛« w j I 

(34)

(35)

136)

(37|

(38)

(39)

(40)

I4l|
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и к операторам А'։ , X - добавляется

д у a Id
л|7 -х— +-------------------

дх 2 ду 2՝К ди

Ьу )g(u) = Д(м + а/ Тогда

Ç՛ - С|Х + с2, - СуУ + С4. Ï] - с<и + сб

с5--с,/(1 + 2р), с6-ас5, с3-рс,/(1 + 20) 

Базисом алгебры Ли являются операторы À*] , X : и

V Р д . . I д
Х.л - х— +--------у------- (и + а)--------------

" ôx 1 + 2₽ а« 1 + 20 а« 

с)р-1, <?-о

с։ ) g (и ) - Л - cons։. тогда

V - с,х + с.; V - |(с, + с,)у +с,; 1) - c։u + cty + с,. + ֊-ку:

Базисом алгебры Ли являются операторы X., А'.. А'[0 и 

v д у д v у(7 д ky’ a v а 

дх 2 ду * 2 ду ди 2 ди ' ди

ij) K(«) = X;u в этом случае

« с,х + с2; с՜ « с\; г) = -с,и + ' +с5е"Лу

и к операторам Х}, X добавляются

V д v „ -ДуX 22 ° х и ՝, А лч — с . X ■>. = с 
дх ди ди ' ди

d)p = I, ц = 2

^i) #(и) = “7м • ТОГЛ0

fcl v2 \ С< 2Ц -qx + Cji Ç » ֊(С,+С3)у + ууг+с.

(42>

(43)

И4)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)ï| = Cyll + с^иу

В этом случае базис алгебры Ли состоит из операторов Xt X-,, Х19

V) я и 0.1,2;
В этом случае уравнения (6) и (12) принимают вид

(я + /я)1]я + (2- я)5՛ - (т + 2)§; - 0 (51)

-п ^'00 + ^(и)|(1 -р֊Ч)г\. ¥(1^ -0

При изучении системы |51| выделяются следующие подслучаи:
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u)g(u) = A(u т а)1'. Тогда из (51) получается

V = с։Х4֊с2; ?՜ = с, у + с4; q = с5ы + с6; с„ = ас.: с5 = г,с,; с, = г,с։ (52) 

где
г /ß) = . Я(п-2)-(,р-2)(т ^2) 

q(n + т) - (т + 2)(ß -1 + р + q)

r (Р)_ (n-2)(ß-i+p+?)-(p- 2ХЛ + ,,,). п + т * 0

<7(n + w)-(M + 2)(ß-l + p । q)

Базисом алгебры Ли являются операторы Л'։. X ■ и

X ф) = X — + г, (ß) V — + (и + a)r, (ß) — |53|
дх ' ду Ни

Ь) ,1?(п) ■= Ле. Тогда из (51) имеем

5' =с,х + с2; V =с\уч-с4; q = c\; с(, = ас\; с5 = г.с։; с\ = ?•,€. (54)

2-w (p-2)(n+m) + q(2~n) .
где г: ------- СрС5=^— ------- —------- с,; и + шхО.

п + т у(п + т)

При этом к операторам X՝, X, добавляется

х... (Р) _ л. ± + v ± + (P֊2).("^)^(?֊") L (55, 
дх п + т ду у(п + т) ди

с) Если #(и) произвольная функция и п + т *■ 0, то

i;1 =е:։; =с2; 1] =0 (56)

и ба тс алгебры Ли состоит из операторов -Y։ и X..

J) В случае уг<е, кснда £(и) произвольно, И + т«0, /? + ։/ = 2 имеем 

с! = с.х + с2; с2 = с։у 4 с\; q = 0 (57)

и базис алгебры Ли составляют операторы .¥։, X . и X..

Ill) Этот случай получается из V), только в основных выражениях 
надо брать п = 1, т = -1.

IV) Случай получается из случая 11|, только в основных выражениях 
надо поменять Л‘ на у, g(n) на - 4Q(m) и q на q т 1

VI) т - 0, п - V Заметим что все подслучаи, которые имели место н 
случае V) 1десь тоже имеют место, но появляется новый вариант

р = н, q =■ 1, и если g(u) « К = const, то

= с։л- + с2: Н՜ = ску + с\; т) = с5и + сле л> + с'? (58)

м <п-2)
где с\ = 0; =---------с։.

н
Базисными операторами илюбры Ли являются X,. X . , A’|lt, /V|7 и 

оператор

4(j



%
X^(n) = x— + 

дх

п+ 2 д
------- и —

п ди
(59)

Заметим, что ^^(1) = Л']6. Если сделать замену л՜—>у; н—*-т; 

к(и) -* ~8(и)’, (} р ; р —*■ С{ - т , го легко убедиться, что VIII случай 
совпадает со случаем VI)

Отметим, что при р ~ с/ = 0 получается случай, расмотренный в [5] 
Здесь этот случаи не приводится.

УШ) Пусть п = 2.т = -2. Все подслучаи, которые имеют место V), 
здесь тоже имеют место. Кроме того, можно убедиться, что 
определяющие уравнения ($). (15 удовлетворяются еще для произвольной 
функций #(м) выбором

5՛ =с,л- + б՛,; V =с3у + с4; .](«) = сД^«)]՜“ + В1лг(«)]՜“/1^('ЭГ<60)

где а й------------ ; р = ----- '—3-1
р+д-} Р+^֊1
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