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Սահքի մակերևութային ափթների գոյության հարցր ոյ համասեռ առաձգական 
կիսասւարածությունում

Աշխաաանքւմ ուսումնասիրվում I. Տ11 տիպի մակերեույթային ափքների գոյության հարգը 
րսւո խորության անհամասեո կիսատարածւոթյունում: Հաստատված է, որ այս հարցի 
հհտագոտամր սերտ կապված I երկրորդ կարգի դիֆերենցիսւ| օպերեստրի սպեկտրի 
հետեագւոոման հետ: Որոշված են մակերևույթային սգիթի գոյության ընդհանուր պայմանները:

M.V. Belubekyan, К.В. Kazaryan
On Exislcnsc Problem far Surface Shear Waves in Non-Homcguncous Elastic Semi-Space

Ժ работе исследуется вопрос сущьстсонпиия поверхностных лН-волн в неоднородном по 
глубин«.- упругом полупространстве Показано ։пч»'исследование -.»того вопроса тесно связано 
с исследованием спектра самосопряженного дифференциального оператора второго 
порядка.Определены общие условия существования поверхностных сдвиговых поли в 
зависимости от неоднородности среды и кзасс функции, характеризующих неоднородность

Исследованию вопроса распространения сдвиговых поверхностных 
волн с заданными характеристиками неоднородности посвящены много
численные рабо ты, н частости укажем на работы {1-3]. Отметим также 
работу [4]. где исследован вопрос существования дискретного вещест
венного спектра собственных частот колебаний полубесконечной 
неоднородной мембраны,

1. Перед тем, как перейти к рассмотрению вопроса в общей 
постановке, приведем иное решение классической задачи Ляна для 
упругого слоя (0 < X < Л) , лежащего на упругом полупространство 
(Л <Х < х).

Пусть, днухс лойная упругая среда имеет следующие характеристики:

р(х) = р, и(х) = ц, х€(0,Л)
р(4=р<| Ц(л) = Ц0 х€(А,оо)

где р- плотность, и - модуль сдвига среды

Упругое ноле сдвиговых волн характеризируется вектором перемещении
G’(.v,yJ)-[0.().b'(x.>-./)] и уравнением движения

И
(Л/ ժՆ՛, 4՜--- ~

Эх՜ ду‘

д2и 
дг

Изучая вопрос распространения монохроматической волны вдоль 
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границы полупространства -ос < у < ос , примем

и(х, у. I)« и (х)ехр1(ку - со/)

Для функции и(х), характеризирующей изменение амплитуды волн по 
глубине полупространства, имеем следующее обыкновенное дифферен 
циальнор уравнение:

— +#(х)(7 = КО х€(0,оо) (1.1)
(1х~

^(х) = ог(— - —I х(=(0,Л) ?(х)«0 хе(л,ос), л= — — -к:
Мо

Уравнение (I I) должно рассматриваться совместно с 1 раничным усло
вием на границе X » 0 На Свободной или закрепленной границах имеем, 
соответственно

(.1 (֊• . _ _
— = 0, и=П (1.2)
(1х

К краевой задаче (1.1, 12) может быть использована известная в 
теории дифференциальных операторов теорема (5), которую сформули
руем следующим образом.

Пусть функция #(х) является суммируемой в интервале (0,^). Тогда 
непрерывная часть спектра всякого самосопряженного расширения 
оператора />((/). порожденного дифференциальным выражением (11), 
заполняв! всю положи тельную полуось Л г 0. а на отрицательной полуоси 
X < 0 может находиться только дискретная часть спектра оператора, 
При этом собственные функции имеют следующую асимптотику при 
Х-*оо;

С'(х,л)=ехр(-л/|Дх (1.3)

На основе этой теоремы сразу следует следующий вывод, 
соответствующий решению классической задачи Лява,

Краевая задача (1.1) не имев! решения с асимптотикой (1.3), если 
^(х)^0,Х <0. Действительно, в этом случае имеем

[с(Д/-(л)]'=с2№(л-)֊л]>0 0=4-
ах

Функция [7(хУ ՛ (х) будучи монотонной, не может иметь в любом 
интервале более одного нуля, и. следовательно, если функция С?(х)имеет 
нуль, то и (х) не может иметь нуля и наоборот Следовательно, для 
рассматриваемых граничных условий имеем С'(х) = 0.
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Приведем решение задачи (11) с помощью меч-ода интегральных 
уравнений. Представляя решение и(х.Х) в виде

£/(х,Х)-и(х,р)ехр(-рх) =
получим следующее интегральное уравнение относительно функции 
О(х.р)-.

0(х՝р)~\ + 1 •Г(1֊(ГГ>'-'ПЬ(л’)?(л\х(~(0,х)

Так как ^(х)—финитная функция, чо

в(х, р) = 1 + Я1 ,Д1 -е^е֊2՞ )7(։. хе(0.Л)
X

и(х\р)=1 хЕ(Л,х)

<^?/Ри рЛ 
где Хо =т՜ — 2/Лно и։/

Вводя в рассмотрение функции 
>1 Л

2,(х. р)= к„р.’(5,р>/5, 7.2(х, р)° 8^е<}'0(х. р\к 
Г X

имеем 0(х. р) = 1 + /։ (х. р)֊е2**7. (х, р)
Функции 7\(х. р\7 .(л՜, р) опрб՝д<ъ\яются из следующей системы 
уравнений:

^-+л’„(1>2,)֊«,/'иг.^о, ^-8(12,+Кв<!-֊<“(1+21).0 (м)
ах (1х

Из решения системы (1 4) для функции и(х,р) имеем классическое 
решение Лява |6|:

2. Перейдем теперь к рассмотрению задачи для неоднородного 
полупространства, характёризируемого функциями ц(х')> 0,р(х)> О, 
заданными в спасти хС(0,<»).

Имеем следующее уравнение д\я амплитуды поверхностной волны 
С(х)



с!
с1х

-к''и(х)и = -р(л')с1)2[/

Переходя от функции С/(х) к функции 7(л) = \1ц.(х)и(х), получим

(Г'У 
с1х2

О)2р(*) 
н(*)

/2 1 Ж?-к -ср------
(1х

V =0 (2.1)

ф(х) 1 <7ц
2ц с!х

Пусть функции ц(х),р(х)таконы что

ГЛр 2 ! \— + ф- = фДх)+а
с1х
4^=А-1]+,|’.’М] (2;!>

ц(х) с„
гдр а—некоторая постоянная, а ф։(х), ф2(х) суммируемые функции в
интервале (0. ос). Тогда, записывая краевую задачу {2.Г) в виде

-^+й(х> = М' *е(о.») (2.3)
(1х՜

с!У / ..— = ср(х)7 х = 0 (2.4)
ах

7=0 х = 0
где

^(х) = ф1(х)֊Ц֊Ф2(х). К^֊֊к--а, с,;=1вп^ 

Си с« *—р(х)
придем к следующему выводу

Краевая задача (2.3), (2.4) при выполнении условий (2.2) имеет 
решение с асимптотикой (1.3), при Л <0 При этом из краевых условии 
определяются отрицательные собственные значения, множество которых 
конечно.

Представляет отдельный интерес случай #(х)>0. В этом случае 
функция У(х), а следовательно, и функция 6/(х) не может иметь более 
одного нуля В силу того , что функция [’/(х)7 (х)] >0 , а в точке х = 0 

имеем V'(оу(о)-ч<о)и2(о). из монотонности функции у(х)7 (х) 
следует . что для существования стремящегося к нулю на бесконечности 
решения необходимо, чтобы ср(0)<0. Таким образом, при #(х)>0 и 
ф(())<0 краевая задача имеет единственное собственное значение и 
соответствующее ему одну собственную функцию.
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В случае граничного условия У(0)=0 рассматриваемая краевая 
задача имеет только решение 1/(х)я0.

Уравнение (2.3) имеет решение, удовлетворяющее следующему 
интегральному уравнению Вольтерра второго рода:

У(х,р)=е~'”У(х,р) (2.5)

V(a, р) - 1 + 2- Г(1 - exp 2р(х - х)^(х)17(5, p)ds 
2р,

/\\я заданной функции g(x) можно всегда получип, решение 
интегрального уравнения в виде бесконечного ряда.

Применяя к уравнению (2.5) метод последовательных приближений,
получим

(2.6)

где

К„(х,л-,р)= [1-ехр2р(х-5)]8(5), Нп.,(х.р)-=^Ка(х,.^р)Н^.р^ 
X

В частности, для функции #(х) = -ае՜'' имеем

н(х \ _____________(-1)Уе‘*х_____________
*1 чп(2р + <№р + 1№р + ?>ч\.... (2р + «?)

Покажем, что функция Ни(х. р) удовлетворяет оценке

(27>

где

Так как |К„(х,л-,р)| 5 2֊|а>(х) . то при п =0 оценка очевидна.
2р

Допустим, что эта оценка справедлива для и и покажем ее справед
ливость и для п +1.

Так как —- =------|?(х1, то имеем
(1х 2/Л '

1„ ( ¥ / мп С՝), 1 л ’1 (л)
\нпМ^к^р]—<1з * ^7$
Из оценки (2.7) следует сходимость рада (2.6), а также, что

У и р] схр[п(х)], )У(х, р] 5 ехр[п(х)֊ рх\

J0



^к(о.р)-(ч>(о)+рК(о.р)]

Из граничного условия (2.4) получим следующее уравнение, корни 
которого определяют отрицательные собственные значения, множество 
которых конечно.

= ф(0)+Р

3. Рассмотрим теперь несколько конкретных примеров неоднород
ности. Сначала рассмотрим случай слабо неоднородной среды [1-2).

Пусть р(л)-р„(1 + гре՜”), нМ- И„(։ + V՛"), |е„| <1,|еи| <!.<?> 0.

Для этой среды функции ф/л՜)» ф?(х),ф(х) имеют вид

4(1 + Е1,е‘?։)! Со(1 + Е/"'՜)’
<р(х) Еи^՜**

2(1 + 6^-”)

Так как функции ф](х),1р2(л՜) являются суммируемыми, то в этой 
среде возможно существование решений в виде поверхностных волн.

В частности, если Ер <Еи,Е,. >0,т(> в этом случае ,?(%)> О, <р(())<0 
и, следовательно краевая задача имеет единственное решение. В осталь
ных случаях имеем конечное множество решений.

Теперь обратимся к другому примеру неоднородности, допускающего 
решение с помощью функций Бесселя.

Пусть
|л(х)« ц։)сЬ2(ах + р). р(х) = р„с112(ах + р\1 + ус 2фг), а > 0,# > 0,|у| < 1

В этом случае функция #(х) имеет вид 

И*) ог?
Со

а для Л имеем
^--А'2-а\с2 = ^ 
со Ро

На основе вышеизложенных результатов можно заключить, что при 
у > О, X < 0 задача имеет не более чем счетное число собственных 
функций, сответствующих поверхностным волнам.

В случае, когда у < О, задача имеет единственное решение, если
<р(0)= аИ1|3 < 0, а>0,р<0

.Аналогичные результаты можно получить также из непосредствен
ного решения уравнения (2.3).

Уравнение (2.3) с помощью замены переменной ?(х)=

приводится к уравнению Бесселя
/-у"+гУ'+(г2-и2)У=0; и = ^- (3.1)

Я
Уравнение (3.1) при у >0 имеет решение У(г) = Ср/Дг) + С2К։,(.г)
В точке 2=0 функция /С. (г) имеет особенность, а функция У „(г)

И



пуль и- порядка и, следовательно, принимая С, »0, имеем

При Л* -* « (z —0) имеем V֊e՜'^.

Из граничных условий получим следующие уравнения, определяющие 
собствег«ные значения.

ч w
или

./.,и)=о (3.2)
Грансцендептные уравнения (3.2) имеют конечное число решений, 

относительно индекса V (собственных чисел )
При у < 0 имеем, соответственно

У(г) = С/»- С,/„(г). г = ^е՜*֊

СпЧ
где /у(^) есть модифицированная функция Бесселя первого рода . Функ
ция /։,(г) является монотонно возрастающей функцией от своего аргу

мента, имеющая б точке 2 = 0 нуль V- порядка.
Соответствующее трансцендентное уравнение

\ ф(о)./ \ С0\/М
- и») “ —-Л. (г» л А. = -х—

ч м
в силу монотонности функции /и(хн), ))> 0 имеет единственное

решение, если (р(0)<0. В опальных случаях оно не имеет решений.
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