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Optimal Stabilization of Nonlinear Vibrations of a Plate

Рассмотрено задача оптимально» стабилизации нелинейных колебаний пластинки 
распределенной силой, приложенной к поперечному направлению верхней поверхности 
Представляя решения в виде рядов Фурье, задачи свободных колебаний сводятся к системе 
обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка относительно времени. Далее 
рассматривается следующая задача оптимальной стабилизации определить такое 
оптимальное стабилизирующее воздействие, которое минимизирует функционал, представ
ляющий собой полную энергию по всей поверхности пластинки. и удовлетворяет всем 
граничным и начальным условиям

Функция Ляпунова разлагается в ряд, где первый «иен- функция Ляпунова для 
линейной системы, а последующие-нелинейное приближение Применяя теорему 
Ляпунова-Вольмана, решается линейная задача Далее для остальных приближений 
используются преобразования, с помощью которых определяют последующие приближения 
функции Ляпунова.

Получены выражения для оптимального управления и стабилизирующей силы. 
Используя известные методы, доказана равномерная сходимость рядов решений и 
конечность мимннмизирующих интегралов.Рассматриваются нелинейные колебания шарнирно опертой прямоугольной пластинки плотности р, постоянной толщины h, (fl х /;) с краями, свободно смещающимися в плоскости опорного контура |1]. Пластинка стабилизируется при помощи поперечной нагрузки q(x,y,t), приложенной к верхней поверхности пластинки. Поперечное перемещение срединной поверхности пластинки обозначим через и?(л՜, у,/). Дифференциальные уравнения нелинейных колебаний будут [1]74^ = £(խ,Փ)--֊ + 

g дГ

E 2где D -жесткость пластинки, Ф —функция напряжения срединной поверхности,

Ч
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V = э4 „ а4 а4----Г + 2--- 1----Г +--- т
дх дх'ду' ду

,, а’и-а’Ф а2и-а2Ф „а2игэ2ФЛ(и,,ф) = —֊— + ——--2------------
дх՜ ду2 ду՜ дх՜ дхду дхдуКрая пластинки удовлетворяют опирания: следующим условиям шарнирного

д2и> д2и> 
тт + н֊т дх ду

при х = О, А' = а
у = 0, у = Ь

(3)IV = О,а перемещение IV и функция напряжений Ф связаны между собой известным соотношением |1].Начальные условия для решения системы (1) таковы :
и'(х,у,0) = Ф(х,у) м<х,У,0) = К)где Ф(х,у) и Ф։(х,у) -соответственно, начальный прогиб и начальная скорость срединной поверхности.Задача оптимальной стабилизации заключается в следующем: определить оптимальное стабилизирующее воздействие еу(х,у,/) так, чтобы выполнялись условия

и>(х, у, со) ֊> 0, >Цх, У, со) -*> о (5)при минимизации функционала
х Л а

Ци] = К + V + ~
О О Огде К - кинетическая, V - потенциальная энергии системы.Выберем для прогиба выражение:V V» г <.\ • ■ пУп

-т (б)Далее, как обычно, решая систему уравнений (1) применяя метод Бубно- ва-Галеркина, приходим к следующим безразмерным обыкновенным дифференциальным уравнениям, описывающим нелинейные колебания пластинки [1):
, 3

2 + О.дал тп + Л тп Ъ тп ) = Я тп (0 Р)

а С]тп(1) ■ коэффициент разложения в ряд Фурье нагрузки </(х,у,/)
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9(*.У>0 = 2^"»(')5'П~5'П“ (8)
Теперь задачу оптимальной стабилизации для каждых т,п можно сформулировать следующим образом, определить оптимальное стабилизирующее воздействие так, чтобы выполнялись условия

О, Ы-о (9)и минимизировался функционал
но)по всей поверхности пластинки (так как минимум суммы равен сумме минимумов). Как управляющая функция рассматривается ^/1ТП(/).Преобразуем систему (7), вводя обозначенияЛ-, -(Оо|; х2 »!=; И “?(0 (11)Ввиду того, что аналогичным образом нужно поступать для всех значений индексов т и п, они опущены.Из (7) и (II) получим

*| = ^0Л2 П з , (12)Л', = -СОоХ|------ X, + и
ц»Используя обозначения (II), функционал (10) примет следующий вид:

У = [(и2 + х2 + х2)сУ/ (13)оСистема уравнений (12) нелинейная. Для тривиального решения задачи оптимальной стабилизации воспользуемся методом, предложенным в |2|.Функция Ляпунова для системы (12) представляется в виде (И)где ^(х։,Х2) -форма к -того порядка.Линейное приближение системы (10) следующее:Х1 = О)оХ2 (15)Х2 = ”С0(|Х։ + и для которого принимаемК С*՜! г х2 ) = С’1 А’|2 + ^С2ХГХ2 + С3Х2 (16)Воспользуясь известным уравнением Бельмана и представлением (16), получим
(2с։х։ + 2с2х2)о)0х2 - (2с2х։ + 2С)Х,)соох։ -

- + 2сзх2)2 + •’ч + х2 = 0
(17)

55



Коэффициенты с։,с2,с3, удовлетворяющие условию определенно-поло- жительности функции V? (х։,Л‘2) , будут:
^1 - 2и>о + 2ш„ у]и)1 + I +1 

ш(|

с, =7мо+1-“о (18)

с3 = ^1-2Шо + 2“о7и)о +1Для линейного приближения (13) оптимальное управление следующее:
1 ЗУ,

= ֊С2Х,-с,х, цр)
2 дх2Д\я упрощения вычислений последующих приближений функции V (х,,л,), воспользуемся следующим линейным преобразованием, приводящим функцию У,(Х|,Х,) к каноническому виду:

У, = +-Хх,
Vе!

К(У1.Л)=^+^ 121)Используя преобразования (20), уравнения (12) примут следующий вид:
С2СОо щДс'+с;) с,Т] з

У| = --£—-у, + ——---- — у2 ֊ —~ ՛ У| +
с, с,с4 с։ (Оо

Зс2’Т) , Зс22Т| , С42Т1 > с,
-- ------- >’1 у 2 - ---------г у. У՝2 + -- -----Т- У 2 + с, ш„с4 с' ю„с4 с, шос\ ^с,

С4Ы„ Ш0С, С4Г) ։-^■У,+-2-?-У2-֊Г-!-У1

С| С, С, О),,

(22)
Зс,г| , 
-Г֊ У. Уз ֊ с,со„

2 УI У 2 **■ 2 2 У1 г 1— “С, (ОуС4 с։ (Оос 4 7с,а минимизируемый функционал (II) —
, V 2 1 2с, с,2 + с.2<о,2 , \,

7 = I " + —~ У>------ У| У 2 + У г И >23>
■Ц С1“() с!ш;с4 С1Ш0С4՜ )

где с4 = у]с,с3 - с22Далее, используя метод, предложенный в (2), для последую։цих приближений функции Ляпунова будем иметь:56



^(УрУгЭ-^Ь’рУг^^УпУг)-- ' = 0 (2-*
КЛУгУ:)“ А,у, + А2у։у, +А3у,у2 + А4у,у3 + А5у,

Ул(у,.у:) = В,У? + «зУ.’Уг + йзУ,4 Уз + ДУ,3у’ + В>У;у4, + В..У, Уз + В7У2

где Л,(( = ),•■■,5)-следующие:
(25)а коэффициенты остальных форм четного порядка определяются аналогичным образом.Здесь

0 0 0

4'Л, <^22 2^2, 0 0д = 0 3^2, 3</;։ 0
0 0 2</,, ^44 4^25
0 0 0 ^>5△ ( (/ = (!,••• ,5)) —соответствующие алгебраические дополнения, а= 4с2(<Оо + сз); ^12 = <ч(с1 + сз); ^21 = <74 + с2Шо “Лс2

г/23 = -Л12; Л22 = -с4(2с2и)0 + 2с2 + е։Сз); ^33 = -2с։с3с4

< 7и = -с4(3с,с։ -2с; -2со„с2): </5։ = -4с4(с,с3 -с,2 -шос2)

< / 2с2П. С1 (2с1^-8сгМ. с1 бсР1(2сз ~с1сз)
՛ с,“,. ’ 2 с,ш„ ’ ’ с,с.,а)0

d 2с;п(2с; -Зс,с3) 2с,3п
С|С-(О„ ' 5 с,с4ш0То есть для У(у։,у2) можно записать:

՝/(У|.У-)“У; +Уз +А.У4 +А2у,’у, + А5у2у; +А4у,у,3 +А5у,4 +...а оптимальное управляющее воздействие —
А=(2у, + 4А,у3 + ЗА,у2у, + 2А,у, у; + А4у3)- 

֊^=(2у2 +А,у3 +2А,у;у2 +ЗА4у,у- +4А5у3)+--.

(26)
(27)

В [2] доказаны сходимость рядов (26) и (27).Воспользовавшись обозначением (И) и преобразованием (20), т.е.



у, =7сГш0^ + -Т=1 
Vе։ (28)

получается выражения для функции Ляпунова V0 (£,£;) и оптимального управления (§,§). зависящие от и
Так как п д2И/ . „-------- -— и=и,...,4) и —— принадлежат, по крайней мере.

дх'ду^ дГклассу Л, , то полученные ряды по т и п сходятся [3,4].
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