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Լ 1Г Խալարյան
Օրրււտրոպ սափ ստիպողական տատանումների տարածական մի խնղրի մասին

Աշխատանքում առաձգականության տեսուրյան տարածական խնղրի հավասարումների հիման 
վրա ուսումնասիրվում են օրրոտրոպ սափ ստիպողական տատանումները աոաձղականարյան 
ղինամիկական տեսության խաոը եզրային պայմանների ղեպրում

Որոշված են ստիպողական տատանումների ասիմպտոսփկան և ամպփտուղները, ղուրս են քերված 
ռեզոնանսի պայմանները

L.M.Klialatiun

Space mixed boundary problem about forced vibrations of ortotrop plate

В работе на основе уравнений пространственной задачи теории упругости 
рассматриваются вынужденные колебания ортотропной пластинки при смешанных 
граничных условиях динамической теории упругости.

Установлена асимптотика вынужденных колебаний, определены амплитуда колебаний, 
выведены условии резонанса

1. Вопросы определения частот собственных колебаний анизотропных 
пластин асимптотическим методом рассмотрены в [1]. Для анизотропных 
полос этому же вопросу посвящены [2-4]. Вынужденные колебания 
ортотропной полосы рассмотрены в [5].

Рассмотрим вынужденные колебания ортотропной пластинки 
/9 = {х. у.г : |г| з /։}, когда на лицевых поверхностях пластинки

заданы смешанные граничные условия динамической теории упругости.
Требуется найти решение системы

ЭП. дО^У дОУУ а°У Э2У—Н- +---- + —— = р—- -------^֊ + —2- + —— = р—-
дх ду дг д1' дх ду дг д1 2

Эо Эа— -֊'— -I___ — X  "_ — < > ___ II I .

ди âv
— = а,,о„ + а,,а + апо&. — = а,,о„ + а^о + а2,о։։
дх ду
dw dv dw
-т֊-«^лл-^2>а„+а„0։։. —+ — = аиоу. (1.2)

ди dw
— + — = а„а 
дг дх "

dit dv
— + ֊ = ««о 
ду дх

при следующих граничных условиях:

46



и(-/1) = (ъ,П)ехр(<й/), у(-Л) = V՜ (5,>1)ехр(<£2/)

и'(-Л) = %(£,п)схр(1й/), 0В(Л) = 0, оу. (Л) - О, ЦЛ) = О 
(1.3)

где «։1—коэффициенты упругой податливости, р-плотность слоя, 

п’(^,Г|), Ур(^,Г)), и^(^,Г|)-компоненты вектора перемещения, £ = х//, 
)] = у//, /—характерный размер срединной плоскости пластины, 
Л«/. Граничным условиям на боковой поверхности пластины для 
данного класса задач соответствуют вынужденные колебания в зоне 
пограничного слоя [6.7), поэтому их пока не будем конкретизировать.
Решение системы (1.1) при условиях (1.3) будем искать в виде:

и, V, = (и,, V,, И’|)е|П'

о а, = а,։(л-,у,г)е'П|, а,у = х,у,г; :,к = 1,2,3 П-4)
Перейдя затем к безразмерным координатам и перемещениям л=/ч. 
у = Л), | = Л^, и = и, //, V = V, //, IV = IV, //, получим

ао„ 
аа 

ао,з 
а| 

ау

д 01 ■> 1 д О । ։ _ 2 Ч - .
——+ е —+ е ш;и =0,
ап а?

аа„ Эо,, ,---— + £ ---2- + £ Ш.1У = 0, 
ап------- аг;

аа„ ао,, ао,3 , ,
а^ ап а£
ди
— ^а^а^+а^а^+а^а,,
а?

-л12а։| + ^22о22 + а23о33, е 
ап

а IV
а£

~°иоп +Л33О22 + ано33

, дУ аи' аи' ди
777 + — = “44°23. -7Г- + ։ -7Г = Я։։°и ап а§ дс,

дУ ди 2 ,2г>г— + — = «,„о.,. ш. =рЛ Й , £=/1//
ае ап

Решение системы (1.5) будем искать в виде
0,։ “ ^'М’^п.?)

и =£'17(։), V = е‘Г(։|, IV =е՝1У|։)

(1.5)

(1.6)

Подставив (1.6) в (1.5), для определения коэффициентов асимптотического
разложения (1.6) получим
ао!;՜'1 ао’г՜0 аа;։ : (։)—— + —+ —- + 0)717՝ ՛ = о, 

а? ап а?
ао*’,՝'1 ао1/,՜1’ аоУ •>..(,)

а? ап а^
аа(;՜0 ао’з՜1’ аа';՜'* , (>) 
—ы— + —й— + —а— + ai. IV՝ ' = 0

а? ап а^
а!/1՝՜0 

а?
= ипа!| + и1’°и + а13а„

аи'(։| (֊) (») (.) 
—— = а,։а՝,' + «230՝,,' + «„о'/,

ау1’՜՛1 
ап

(л) 
33

ау(,) [ аи'(,-|) 
аг; + ап

= «1гОн + «г!о22 + а^о
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ЙУ(։'։) ди{"'}зи/1-° аим
-------- - +------- = а«О ։ . ----------+----------= "„.О,35 35 “ 35 э>]
Из системы (1.7) напряжения можно выразить через V1'1. И'*'1

(1.7)

,,, 1 Гз^1’1 ЭИ'’’՛՜”
а5։ 35 35

1 ЗУ(>’ ЗИ’*’՜’
'и =------------г՜ +------------

а« ас; Й1)

а•'? = ֊

2_ 
д

а
зу1՜՜՛1 । й!/1՛՜11 

35 + й>]

зу”՜1’ за“՜” йи'<֊|
Из --------  + Лэз-----------А у, ----------

ан ■■ а? 35
ЗУ”՜'1 ЗУ“՜11 ЗИ'”’

Лп----------- + Л.,--------------- А1Ч-----------
” 311 35 35

_1_ 
д л,

ЗИ”’ 
~зГ՜

ЙУ”՜1’ йС/1՝՜11
- -------- + л„------- —

й11 ֊' 35
(18)

Д = а||«22а35 + 2а|2а23ап -а22а[} -апа23 - «„о,2, 

А| =внви-ас։> Аг = ава22 “ а12ай> ^гг = аг2азз ~ ай

А.1 =апа2з-а|2а1з> А3 = а22«|3-«,2<г23, А„ = «„«„ ֊
Для определен .я же (/*'*, IV1’’получаются уравнения 

^^- + а^(»2.им = Л’"1’, ֊֊^ + а^югу։՝’ = Л^՜՛1 
35֊ 55 352

А,Д֊ + Дсо.21У('1 = Я1'1’ 
՛ 352

|де
Л(-.) д2^՜11 а [до!՜,՜’1, ^г11 

3535 55 3? 311
^(-0 З^1՜՜11 а [З^՜11 , ЗОг;՜1’

З1135 44 35 31,
е>.А,3^+А 

зпз5
д֊и^--------- △

3535

Зо!г" , зо(2-3-|) 
35 311

|1.9|

(МО)

я,!'՜" = 0, Я<‘-° = 0, Я^-՛’ = О при 5=0

Решение системы (1.9) имеет вид
У1’1 =1/*'։(5,п,5)+У,(<). у'1’= Ц>(‘)(5>п.5)+У։<,), и'1” = И',!’։(5.’1.5)+11',(’’ (111)
где У’։>, У„(՝>. 1У„”> -общие решения однородных, а У,''1, Не

честные решения неоднородных уравнений (1.9). Нетрудно убедиться, что
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У»'’(?. пЛ) = С,(։)(5,Г])5)п со. у[а^ 

К’>։(^чЛ) = с’։)Й,п)51П ы.
%('’(§> пЛ) = С5(։)(^ ’1)5111 со. & 

уди

(1.12)

Согласно (1.8)

О10 = ип

о'

гр ' изз

аи 
Д„

а։։

1 . ,(■>

Л,։ дУ(՝՜0 Д23 дЦ{՝-՝} Л|

(1-13) 

а и;1՜՜՛1

Д ՝ Д 8г| Д Д 8£

к

Учитывая (1.12), будем иметь

о(,>

7в55
[с)''(£, Т|)сО8 СО. 

з/а,.

о',,' = со.
■?-С),''Й,п)51псо.^^£. + /^'(^пЛ)

Удовлетворив граничным условиям (1.3), получим
-С^(§,Г|)|ш(О. у/а^ + С^^к])созш. у[а^ + и^(^,г\-\) = и՜^ (1.15)

С|(։)();.1])со5со. у/а^ - С^։)(§,г))8т со. у/а^ + /,,(<)(|,г|Д) = О
СО.

-С$՝)(^,г))։)псо.7<^7 + С<‘»(§>п)сот^ + = у’(>) (1.16)

С(։>(|,л)со5со. 7а^7 -С*‘)(^,т])51п со. 7^7 + ПД) = О
(О.

- с5(՝’(^.п)«Ы Ю. + ®Й,п)со5С0. + И',(')(£,>1-1) = 1У'(>) (1.17)
ул. 11ЛП

С(։)(^т1)8)псо. + С‘։)(^11)со5со. + И^’Ч^Т),!) = О
Ри УЛп

Из систем (1.15)-( 1.17) следуют
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cj֊’(?)=—֊4=x 
cos 2<o. y]a55

X (и,;1՛։ ֊£/}՝'(£,i],-l))sinw..y«^՜- -!^-/„,'lte.ib0coso).7^r

tffe)- J ^x 
cos 2(0. yjass

X (и,;1՛։>i,-l))cos(jj.A/a7֊3^-/„l'’fe>l.l)sinw.7«^ 

to.

c?'feb J /—x 
cos 2co. yja^

X (v՜1'1 -V^(^,r\,-i))sinw.y[a  ̂- — ֊ /J^fe.n.lJcosto. y/ii^

d՝'te)= *
cos 2ш.у1и^.

w.

d՝'te)=----------L=[^»te,n,֊i)-%-<’>-ffWfUl)] II IB)
2s։n (o. ^А/ A։։

c,',՝'(?)= ------------
2 cosu). yj^/ A, ։

Подставив 11.18) в (1.8),(1.11),(!.!2). получим решение задачи
и’՝1■--------- Ц= [(«o’° ֊ и՝,՝1 fe >1 ֊ l))cos(О. у/а^(1 - У -

C0s2to. у]Яуу

~ /;'՝)fen,l)sin w. 7^7(1 + y]+ ПЛ) 
(0.

V(>> =------- ^֊-=[(v't’)-V',,')fe,n-l))cosu).7«^(l-O-
cos2w. Jau
r֊~ II 19)

- f՝ ՝ ’fe 4>>)sin to. 7«7(1 + ?)]+ ij, £)
(0.

Wb)-------------*==[(w<<)fe,,v,;(֊>)sin co.Va/A., ֊ 1) ֊
sin 2(0. ^/A / Al։

- n;(՝>fe. 4,i)sin co. 7д/л։1 (y +1)]+
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о!;1 = -7=---- ----- Г= К'4’( - ч.-1 ))«։п ю. 7о7о - У -
^д55 С08 2о. у]а5$

- Л(։)(Уп.1)со5ш. 7«„ (1 + 5)]+ /?’(?, лЛ)

Оц “ Т=~"п-----7=[(уо<։1 -К(,,(У’1-1))*>ПЫ.7М1-У-
соб/О).^^

- /Ж.л.0со8«, ^7(1 + 5)]+
03.

(I 20)

°1»=^г^+/“"^’՝л)=]¥ 

Д дС V Д
со.

X
51П 2(0, ^Д/ А,

х[(^։>(5,л-1)֊%(։))СО 510. 7д7аГ(5-1)+
+-О«««. 7д7а7(1+у]+ /’’'(УлЛ)

ои = _М^+1 г ы = А*

Д 35 Д "՛ 7д 51п2ш.у1^/А„ 
х[И’ё,Л֊1)֊и'‘|՝))со8(0. ^/Д/Ан (5 - 1) + 

+ И^’^л,-1)со8(0. 7д/А„(] + 5)]+ / Д

ау = А] <?%< 1 + 2. у(։| = Аз______ Ц>-

Д Д л/д 5!п2(о. ^Д/Ац 
х л ,֊։)- и’0‘('))Ж(о.7дм11(£ -1) + 

+ И'','՝'(^,л,-1)с05С0.7Д/АН(1 +!;)]+ /о(։։)/д

(։) 1 ГэИ՝՜0 
։,, =---- ------- — +----------

Об6 Зл 

где

Д։) = А2

/•<֊) _ д 
/». ֊Л

зИ՝՜0 л ди(՝-’> л дW^ 
Зг| 3^ -3 3£

зи(*՜՛’ , зс/(։՜" , ан;“’
---------+ А։, -• Дп ■ ■

ап 12 з£ ” 35
Входящие и 
поскольку в

решение функции V,1'1, IV/'*несложно определить,
правых частях уравнений (1.9) будут фигурировать тригоно-

метрические функции.
Решение (1.19), (1.20) будет конечным, если

СО5 2(0. 7«. СО.5 2(0. 7«и 51п2(о.7Д/А1, *0 11.21)
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т.е. Й - ^(2,, +1) = ֊,Р(2" + О

4Л7а55р 4/1 \ р

Й х —^=(2/1 + 1) - £ Ж(2» + 1)

4Л3/а44р 4Л у р

_ пи я« |Е, 1֊у.,у,.Й * ----- .------ --  = — М------------------------- !“/-------------------  | | .22)
2ШрДМ„ 2/1 V р 1-2*12у23у31֊у13у31֊у23у32-у12у2|

Частоты, соответствующие (1.22), являются частотами собственных 
колебаний. Следовательно, чтобы избежать резонанса, необходимо, чтобы 
частота вынуждающего воздействия не совпадала с частотой собственных 
колебаний.
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