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Լ.Գ. Ղուր|ազարյան
Օրթոտրոպ շերտի սեփական տատանումների խառը եզրային խնզրի մասին

Դիտարկվում է օրթոտրոպ շերտի սեփական տատանումների, երթ զիմային 
մակերևույթների վրա տրված են խաոր եզրային պայմաններ. Ստացված են 
հաճախությունների հավասարումներր, կաոուցված են համապատասխան սեփական 
ֆունկցիաններր և ապացուցված Լ նրանց սրթու|ոնւպությո։նը - il ճ у ճ il հատվածում:

L.G. Ghulghazaryan
The mixed boundary value problem about free vibrations of the orthotropic strip

В работе рассматриваются собственные колебания ортотропной полосы при 
смешанных граничных условиях на лицевых поверхностях. Получены уравнения частот, 
построены собственные функции, доказана их ортогональность на отрезке — հ Ճ у Ճ il

Собственным колебаниям ортотропной полосы посвящены работы 
(1,2]. В этих работах на продольных сторонах полосы заданы условия I и II 
краевых задач теории упругости, найдены частоты собственных 
колебаний и установлены связи между ними и скоростями 
распространения сейсмических сдвиговых и продольных волн. Случай 
наличия общей анизотропии рассмотрен в [3]. Собственные колебания 
двухслойной ортотропной полосы при полном контакте между слоями 
рассмотрены в [4,5], в [6] найдены частоты собственных колебаний 
двухслойной ортотропной полосы при неполном контакте между слоями.

В данной работе рассматриваются собственные колебания 
ортотропной полосы Q = {(х,у): х£[0,/],|у| hji « /} при смешанных 

граничных условиях на лицевых поверхностях. Получены уравнения 
частот, построены собственные функции, доказана их ортогональность на 
отрезке - h у <, h .

1. Задача определения частот и форм собственных колебаний 
сводится к определению решения однородных динамических уравнений 
плоской задачи теории упругости

Эо„ Э21< до да д'и
—— + —- - р-—Л,—- + —— = р—

дх ду дГ дх ду дГ
ди, ди ди ди
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при начальных
". = V ><,(*-, у)

. / \ / \ при <'0 П-21
="х1Н>УЛ = Уу1(х,.у)

и граничных условиях
(*) = 0. а„. (л) »0,о,(-/|).0,и,(-/|)֊0 (1.3)

где р — плотность полосы, а а1к —упругие коэффициенты.
Решение уравнений (1.1) ищем в виде 

=а,Дл-,у)е'"\о„ =о,Дл-,у>՛““ । ।

«, = их(х,у)е‘“‘, иу = «,(х,у)е1“

Перейдем к безразмерным переменным ч = ■<//, ^ = у/й и безразмер
ным компонентам вектора перемещения и = и,/1, V = и, //, в результате 

получим сингулярно возмущенную малым параметром £ = /։// систему.
За,, йар .2 , п йаР , да,, ., ,
—— ч- с —— + е ра>:н = 0, ■—— + £ —— + £ ра>: V = 0Й’С й£ й£ к

йи йу .. ,
—-а„а„ + а,,аг!, г — = ОрО,, + в,,а,, И
й§ ЙС

-I ЙН ЙУ , . , ,
£ — + — = в,.а.,, со: =/Гео՜

й£ й§ “ 12
Применив метод асимптотических разложений, решение системы (1.5) ищем 

в виде
4 И.6)

где О1к —любая из искомых величин системы (1.5), д1к характеризуют 

асимптотические порядки этих величин. Считается, что если
т < 0. После подстановки (1.6) в (15), получим непротиворечивую 
систему относительно коэффициентов О%\ если С]!к = -1 для напряжений,

Ц1к =0 для перемещений. Эта система имеет вид
до}՝,՜0 до}?
—I*— + —1=_ + р(р.2«^ = 0, = о

«„о^ + враУ, (1.7)

Зи*՛՝ эуб՜՛։ /, 
------+--------- = а и а ь 

й? й^
Из системы (1.7) следует

<՝։ = 1 а"(1՜
° Л„ А,2

1 Ду1,1 1 йи(‘՜0
А,, +А,, й^
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(.) 1 a«1” 1
<3 7 - ------------- +------------ — (1

°«, аы.
A> = («,,«« -(aij):)/an >Aj = -(«ijH/A: Л: = («>i«a ֊(«,>)’)/«::
d ДЛЯ определения функций ։<(,),V՝։| получйЮтся уравнения՛

= (.)—rr + «6/.w-P" l' = ֊
Л1՝՜11 anj;՜1’
-------------я1Л —ü— 

0£

a-v1՝’ 2 (1) «„ а-«1՛՜"
----- —+ Ä..co:pv ' = —-------------A, 
at: " </„ a|at

Особый интерес в смысле определения 

aalr՛1 
ai (1 9)

частот собственных
колебаний представляет нулевое приближение. При S=0 уравнения (1.9) 
однородны и независимы. Их решения представим в виде

^,|с=и1(а. *(п,=ЗЙЯ,(?;) (1.Ю)
После подстановки (1.10) в (1.9) при$=0 получим следующие уравнения:

—+ я^ро:«’՛” = 0, —^- + Л„рШ;у,0"1 =0 (1.И)
Л аС,-

Решениями которых являются
я,1,"’ = ci՛” sin ^„.pw.t + с*"1 cos ^«„pw.t

v};" = c’"1 sin 7Ä^‘0-t + cj" cos TÄj’w.t

где = 1, ') — произвольные пока постоянные. Подставив (1.10), (1.12)
в (1.8), при S-О получим:

0n’ = -VA:vl“\^)7^ÜJ4cJ"lcos7Ä4rw.!;-ciu|sin7Ääiio.t]

о'” = >/Ai vjt),(^)7Ä^pw.[cJ"lcos7Ä^pwX-c('')sin VÄ^pw-s]

«!"’=i/aM,i^"'’(?)7^M-[c!",cos7<ww/c-c?)sin 7w“.t]

Подставив (1.12), (1.13) в граничные условия (1.3), получим две 
системы

с[0> cos Jö^pw. - cl0) sin = 0
_____ * ____ (1.14)

c['” cos 7аглРш- + C;" sin у]а№рш. = 0

Cj" cos jAHp։o. -cju) sin dA..pw. = 0 
___  ___ (1.15)

c}° sin ^A, ,p(o. - c('" cos у]Л, ,pu>. = 0

Из условия существования ненулевых решений систем (1 14). (1.15) 
вытекают:

sin у[0^р<л. = 0 => <о.„

со$2^А„ры. =0

.—- = nnv, => со„=—n£N (1.16)
Va«P л

п(2и-1) n(2/i-l)v
= > =  Г ■ ■ • = ------------------------ =>

4JÄ!p 4
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w „„ =----------------- -- , IIE N
4/1

(1 17)

где V, и vp -известные скорости сейсмических сдвиговых и продольных 
волн соответственно. Таким образом, из уравнений исходного прибли
жения асимтотического представления определяются частоты собствен
ных колебаний. Учитывая (1.16) и (1.17), будем иметь

«Г - CJ՛’’ © cos jpit, = - С'՞ я/1 sin

СЦ՛'© ...... n(2n-l)(l֊Ç) 
л(2л - 1) U° 4 

cos —--------
4

 СТ (2,. 1)։ln «o—w-t) 

12--4

(118)

и» C'„UJ© ,, . я(2п-1)(1-У
о... - -----------—— я(2п l)sm —--------------- ———

■ " .. n(2n -1) 4
44,, cos —------- -" 4

■де cr©=«<»>©C‘"’,c<:’©=vjn’©cr’.
Собственные функции mJ։^(Ç) и v{^(Ç) составляют ортогональные 

системы {н$“’©}и {v’՛?©} на отрезке так как легко проверить,
что

1, п = in

0. ii г- т
J-e©».1:©^

2, п^т
„ (1.19)
0, п * т

2. Рассмотрим приближения 5 > 0 . Решение системы (1.9) будег зависеть от 
того, какое значение СО. взято за основу вычислений. надо рассмотреть как 
частоты сдвиговых собственных колебаний (1.16), так и частоты продольных 
собственных колебаний (1.17). В результате общее решение системы (1.9) будет 
иметь вид՛-

»? - ».‘'‘©(cL’sin +4«tos Тмйч©+

+ “{'’©(ей sin + сЦ cos + «' ' + »?

v? = vî”©(ç<2 sin + cj'2 cos +

+ vj*'(S)(p^ sin + c'2, cos TÂÜPoi.^Ê) + vi" + v',՝'

On “ 7p/ess“.«“i"’©(cta cos - Cta sin +

+ 7р707“>»{'։©(сЙ cosTâ^pœ.^Ç - (2.1)
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аы _ _ Ю։ Л։.>(^)(С« С05 - с<2 МП 7^Р"-<Л) +
А12

+ — —------ у1Л"Р <и._у{,|(^)(с{2, соеЛА1։рш. £ -
2’ А։з

- —(») >“(Х)
<0 ■ Гл---  ։-\ 1 гЭ',‘ ^У, 1- с/, ։>п 7А„р<1». £) “ Т“!^7՜ + л,, <я;

О’՛;՛ = ^֊ш.1.У՝։'Й)(сУ„ со։ у[л^ш.сХ ֊ с*2 «п -

--Г~'-^֊ + ^“-рХ’ЙХсй, со։/<рш.рт?-
Л։з ОС, \ Ап

-(*) 
дУ, дУг 
“аГ + -аГ]Д^А^Х֊). У + -Ц 

А.
-(V) -(А) -(։) -(>) 

где Мс ,пр ,у( ,ур являются частными решениями соответствующих 
уравнений (1.9).

Удовлетворив граничным условиям (1.3) и учитывая данные для 
исходного приближения, получим системы уравнений относительно 
неизвестных переменных откуда следует, что

^°Чра,лш-р„ 251пУ1ра66<о.1Я

<р(,) 51п 7^рш..„ + гр*'՛ СОД 

соз2Д7о).„ (22)

с«) = гР(') Д'п + Ф(,) сод 7^рсо.,„
со527Л4>о>.<„

где

с,^©=«,,։>йс. с^й)=«,(>)©с<։;
С1;’© = у;՝>й)с^, С^(§) = у<’-®с<:>

/1>)ЙЛ) =
1

.“о։ _ . ,։֊в
ди, дир ду' ’ 
~а։Г+ + <₽”’(§) “[V. +Ур

,р<'>й)=Х ®[-1-[^+^ 

ш,„ У р [а„
После подстановки (2.2) в (2.1) получим

1 аи11՜՛1 

а,, а^

34



sc

нц'”р/ "уДг SOO

ft - l)»u wp / "уД Ա№(5)(,)Փ ии 

izirwp/ "y^gsoo 'f'v"y^

Q + Ow^p/'V^soo^j,)^ им

Se Դ
(,-.>”₽ I

5e 5e
—;  +-------

dAP ’AP
(D- (r)_ I

+ U1SU 67 “JfT = "r։D(5-i)(i-«z)“ ! (ï-«z> 5(։)Ձ |։’

tnt” a/ "y^soo moh :ly

(5-ւ)^^/"^սւտ(^)(,.,փ դ| 1ЯГ

uu”n/ "y^soo ”nh z'y 
(5 + ւ)ւ^”օ/"է>ք տօօ(5)(„<հ "у/

5e llV +---------- +
(.-»"e i

5e 5e-- J----- + ---------
</AP ’AP

U)- (*)_c i

(€Z)

_____ IJ,S (l U^U (ն'է“'1րԴ- = "'1O (5-i)(i^)* -s (T-иг)»___(5,“>Ձ ՛»

-. - --ç- SOO
(5 5) <’>- + (5 - i)(i - «г)“Տ03 (§) = <։>Л

5е
<,-.։ле

5е , 5е
+ + ,.,”е

(г/(т - >'г)ц l'v / ”p/^)u!s ”п"у^ 
' (»/(5 - г)(т - цг)ц "у / ”bA)u!s(t - |'г)м(1-!5)„>/

(г / (i - цг)ц"у/ ”p^)u|s ”р"уДу
(v/(5 + i)(T - - uzW-S)^/

«р
-5«^ատ(5)“Ի-^-- (։«!°

‘(5'5)(.Հ' + 5»“տօօ(5)“:;օ-



/|'|(^;1)со5(7«6Л/А,,я(2»-1)(1 + ^)/4)

Б)п(^а66 /А1։л(2и ֊ 1)/ 2)
/1)СО8(Д М„ я(2л - 1)(1 - ?)/4) -(։> -(։>

-----------------------■ ------------------------------ + и С + и,, 
51п(л/а66/А11я(2п-1)/2)

֊<՝>,,. ф'”(?)С05 7а„

СО8 2>/Л։։ I ал/1

1р<"(£)5!п7^11/«,ллм(1 + ^) ֊(» 
----------------- ■■ ----------- + V < + V ,, 

С05 2^Ап/а66пп

где ^2и,& = "|(''։(?)с2«> = У1'’®СГД должны быть определены из
начальных условий (1.2).

3. Изложим процедуру удовлетворения начальным условиям (1.2). 
Компоненты вектора перемещения запишем следующим образом; 
«<։> = "ы>(5)''<1»(У + «(։)ЙЛ)}։։псо„/+ + «'՝’(?,&)]с050)„/

V" = [<''(£)< (Б) + у"’(£Л)^пШ,,,,։ + + V1 ’ (£, £)]созщ,„/ (3.1)

Здесь происходит суммирование по п.

Удовлетворим начальным условиям (1.2) для н<։>

(3.2)

где иГ’&Л) =
5 = 0 ,, , 

,։4’'Й;У = 
0, х>0 ?

5 = 0
О, s>0

Разложив функции ’(с;О- — и',',!(с.)
в ряд Фурье по ортогональной системе {й,',"’©} на отрезке [-1)1], 
известной процедуре определения коэффициентов Фурье получим

«֊:.՛(?)=«г(Е), «,(Л։)©=

по

(3.3)
где

= г 
J.։ W.

1
-----«I

СП

(3.4)

Аналогичным образом д\я V ՝ получим 
vV„’® = <։©, = (3.5)

где
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«) = I гк0'։)й;У ֊ 

^-1
(3.6)

4Ж=|/ —у‘1л(^)-у(։)(^)
<% ■
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