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Պարամետրորեն qpqnt|nq բաշխված համակարգերի տեխնիկական կայունության ււրոշումր

Հետագոտվամ I. ււյ գծային ւգարամ1ւսւրորե11 գրգռվող բաշխված պրոցեսների տեխնիկական 
կայունությունը վերջավոր, անվերջ ժամանակի հատվածներում, ասիմպտոտիկ տեխնիկական 
կսւյւոնւոթյանլւ հ|ղբևրայան տարածության մեջ: Օգտագործելով համեմատության մեթոգը 1,յապա(ավի 
երկրորդ մերողի հետ ե ինրՕահամալուծ օպերատորների համար Ռ-ելեյի հարաբերության I րաորեմսղ 
հատկությունների հիմբի վրա հիլբերտյան տարածության մեջ ստացված են տրված համակարգերի 
տեխնիկական կայունության բավարար պայմաններ:

K.S. Matvichuk
Definition of the Condition of the Technical Stability of Paramctrical Excited 

Distributed System

Исследуется техпичпская устойчивость на конечном, бесконечном промежутках 
времени. асимптотическая техническая устойчивость нелинейных параметрически 
возбуждаемых распределенных процессов в гильбертовом пространстве. С нспользоваиием 
метода сравнения в сочетании со вторим методом Ляпунова н на базе экстремальных 
свойств отношений Рэлеи для самосопряженных операторов в гильбертовом пространстве 
получены достаточные условия технической устойчивости заданных систем.

Настоящая работа посвящена исследованию технической 
устойчивости (1-7) параметрически возбуждаемых (8.9] нелинейных 
распределенных процессов на конечном и бесконечном промежутках 
времени, асимптотической технической устойчивое™. Для решения 
данной задачи применяются метод сравнения |8,С,10|, метод собственных 
значений в сочетании со вторым методом Ляпунова при использовании 
экстремальных свойств отношений Рэлея для самосопряженных 
операторов в гильбертовом пространстве (4,7,10-13].

I.Постановка задачи. Рассмотрим класс динамических процессов, 
описываемых в области '1\ х Ц 7', с Т = [10, + х), /„ > 0. D С. /<՝, 

х = (х,,...,xv) е/?“, нелинейными уравнениями в частных производных 
öu{t,x)ldt = 2(/,р)и(/,х), Z(/, ц)и(1,х) = £(/)«(/, х) +

, . (Ч
+ |х7'[/,х,//(/,х),йс(/,х)/<)/, <? «(/,х)/йг,...,|.1], хе D, ։ е'Г, 

п(/,х) - 2Д-мерный вектор состояния, удовлетворяющий краевым 
условиям

G'«(/,x) = 0, хе С, С - граница D (2)

w(r0,x) = w0(x) Р)
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Вектор-функция и0(х) имеет чистые производные необходимых 

порядков в /9с/Г; оператор Л(/) обозначает (2Л^ х 2?/)-мерную 
матрицу линейных дифференциальных операторов в частых 
производных по х с зависящими от / непрерывными коэффициентами; 
О < ц < Г. /г = (Т7], — нелинейная вектор-функция, непрерывная в
заданной ограниченной облает изменения своих аргументов и при 
//(/,.г) = 0 не обязательно обращается в нуль.

Рассмотрим действительное функциональное пространство Н 2?/ - 
мерных векторов непрерывных функций, определенных в 7,х£). 
Определим в Н скалярное произведение

(‘'|,к?)=/''|(Л«Ж.(/>х)А. (-1)
о

Пусть И расширено так, что оно оказывается гильбертовым 
|8,11,12). ||»||-норма в /7. Полагаем, что Г по X удовлетворяют 

условию /'՝е//. Vj.be (0,1). Пусть (/-линейный, не зависящий от I 
оператор в Н. действующий в заданной области (20 С /7, а его 

замыкание 6՛ имеет компактную область определения (2<7 |11,12|. 
Считаем, задача (1)-(3) имеет |5,9| однозначное непрерывное решение 
«(/,х,ц), обладающее в 7, х/7, 7,хС необходимыми производными, 
входящими в (1)-(3), и принадлежащее со всеми необходимыми 
производными пространству /7. Пусть множество IV состояний 
процесса (1)-(3) есть подмножество пространства Н, такое, у которого 
элементы удовлетворяют граничному условию (2) и другим условиям 
гладкости, обеспечивающим свойство непрерывности функции /.(/)« 
задачи (1 )-(3) |8,9,11,12).

При условиях (2), (3) рассмотрим линейную краевую задачу 
ди(1,х)/д1 - £(/)«(/, х) хе I), I е '1\ е 7' (5)

Пусть существует решение н(/,х) задачи (5), (2), (3),
удовлетворяющее тем же свойствам регулярности, что и «(/,х,|1) (5,9). 
Тогда решению ։7(/,х) для каждого / можно сопоставить элемент в И/. 
само и(/,х) образует в IV некоторую траекторию, а /.(/) есть оператор 
в /7. действующий в области IV С Н 1.(1) IV -> Н, 2(Г,х,ц) есть 
оператор, также действующий из Ж в /7 при каждом ц 6 (0,1) 
2(/,ц) IV ->/7111,12). Решение и(1, х,ц) представляет некоторую 
траекторию в IV. отличающуюся в общем от траектории, 
соответствующей (5). Пусть существует сопряженный оператор £'(/) к 
1.(1). Определим меру р(и,й)

р(". V) = (4-т.4>-)+ X (л-֊-4-) и. уе№ (б)
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где : - U ։՛, Jj—оператор iuaaim:iiu iiitoro иреибра.мтаниц. a 

I,. .4 линсИпые дифференциальные utiejMiopu и H . дет tuytouiitc n 

fl |H II). Ладану (IM֊1) pat tMaipniiae.M 1։ облает.
Q {’.х.я.р /-’€ /J c 7'. xg D c IC. / -- const :■ 0

V//. 1Г(Г, * p)a //. Z(f.p) il' -> /7, 0 < ц < ц„ < l| (7)

^Функционал Ляпунова и соотнск (нукнцнс соотношения. 
I'.ll ■ MOtpilM функционал

Г[г/,г] - (f/,//(/>/). я g JF Vil

i,v /ЯП H -> H -(лмосопрпженими оператор и смысли |ii,11.12j 
(v./?(O»') = (»'.#U)») v.urJF |’ij

юдержш игобходимые. диффе|>енциалм1Ы11 .i.m мешы nu v. 
дш|и||ерснц>|рус՝мый ио /. имеет ту же paJMvpnucib, чп> и 1.(1) Пусп, 
B(l) определен tax. что

('[я./j ар (11.0). а - const > 0 (ни
Пу< н. определены [5.0,11| значение i ՛[//,.(х)./,, ] на начальных 

данных |.Чфункции 7'(7.|i) и »՛><каншая <։ . удоплегнорнютие уч л-иншм

/'(/..|0>й. V' 7'(/.(i)<C, С «const >0. V/G/ . uêto.l» ЦП

Пусп. oipaiiMueiHiiafl niie|>aTop Л'(/ ) : II' -> Н равен 
Л'(/) - 7. (l)ll(f) 1 /Д/)/.(/) + 77(/J. где /j(/) ֊</[Zf(/)]/i/f Полаые.м, чю 

iiMeei ме< 10 а<д\ача о coGe iпенных iit.vie.neix |7,U|
N(i)u = я е JF, tel, (i2j

■ КИЧ1ЛЧ1ПЫС значения которой яплннш ч 1М’1це1|иснными oipaiiieiviiiii.iMii 
1 ■личинами {).,</) л՝я п'Ч'Х /с '7 при ном I pact Maipniuiei<и липн. 

как 1ьтрам>*1р Ооо.шачим ?.Г1„, V) наибольшее (обстпснное шачепие |Г.’| 

lly. it. ладана -.блаиь; А (/),ц /G/JcZ, г< < г •՛ ос,
. (I) 1>. Ь - const > 0, 0 < JÎ < Ц. < ։}. II которой | а։чм</1рич .шдачу

KiHiiH •раннения |5,1։,Н1| Обо значим 7՛ </.|t). I՛ нд֊ль решении 
1.1 VI4 |1J-(3J И (5), (2>, (3) < ooiiHfTciiicinio.

З.Услиинн технической устойчнностм cikic.mm. ,\лн Л Ч имеем 
следующие споисПЫ.

Теорема. Пусп. <нранемииы уч линия. I ,\Л'1 к|՝1<՝пых ։адач и 
|.т|. (2|, (?.). 1,\е при нижеуказанных сш>и< шах рс|улчрни<nt их 
хм я[н||ицие1пии oitvjwropia /.(f) ont. мнерагоры и II
денешующие n ебласти И' С II . < ущестмую։ решенич ■ 
иышеука ыипыми сцоиепычи 2. Существуй! положительно ■•нр. делен֊ 
|1ыи 1>|||осн11-л1.но меры р(я.О) (|>у|1кци<лшл ! ՛{»./] (if./?(/),я). 

Ш>рожд<чшый .ад.нн|ым oitepaiopoM //(/) Н >Н. Для 1.(1) 



существует сопряженный оператор Л’(/), удовлетворяющий при 
V V, И' € И7 у слов и ю

(1(/>,ВДм’)=(»,Г(0в(1)|г) ИЗ)
4. В задаче (12) оператор В *(/)М(/) является компактным при 

/с7]с7'. 5. Существуют постоянные (\ > 0, / = 1,2,3,4 и значение 
ц,>0, удовлетворяющее условию [р-ц]<ц1, неотрицательные, 

непрерывные на 1\ С Г функции /(/),(/ = 1,2,3), у(/), для которых 
справедливы неравенства:
а) ||„(/,х,ц)-»7(/,х)||||Л(/)[«(/,х,ц)֊«(/,х)]||2С|/1(0

б) 2||)1/-(7. ц) - цЛ(/, й)||||Я(/)/г(/, х, ц)|| < (/)
в) |Г(/,Д)||||В(/)М(/,Х,Ц)||<С^(/)

>) |Г-[«(Г,.г),/]֊Г[«(/.х),/]|2С4у(/)

б. I! области Л существует скалярная задача Коши сравнения

= 04

Яс) = У„ 2 >'[и„(х)л], С(/,Р) = |[С4Лу(т) + /,(т,ц)рт

/з(/.м) = <’,/(/) + €’;/,(/) + 2цС,/,(/) (15)

решение которой ХО = ХЛ^о>Л) определено при / G 1\ и 
удовлетворяет неравенствам

»+с(/,ЖР(/тй), teT„yQ<a (16)
Тогда 1. Процессы, описываемые задачей (1)-(3) в //. технически 

устойчивы в области £1 на промежутке времени 7։. 2. Если условия 
•теоремы справедливы на каждом интервале 7’։ QT, тогда процессы (1)- 
(3) технически устойчивы в области Q на бесконечном промежутке 
времени Т. 3. Если функции J(f), о(/,|1) удовлетворяют условию

J(/) 4- о(/, ц) -֊> 0 при / ֊> -Ко, ц G (0, |10) (17)
то процессы (1 )-(3) асимптотически технически устойчивы в области Q.

Доказательство. Вычислим dV(t)/dl вдоль решения задачи (1)-(3)
= (».№(/>)+ 2ц(Л-(/,ц),Л(/)м)

^/) =/.-(/)«(/)+ /?(/)£(/) + £(/) (18)
Задача (12) связана с линейной краевой задачей (5). (2), (3). 

Используя величины (i7(z,x),х)\ fi(/'(/,p),ZJ(/)i7(/,.r)), для (8) 
получаем неравенство
dV(l)ldt < (iii(/, х), ^()17(г, х)) + X, ц) ֊ 17(/, х)|]||У(/)[м(/, х, и) -17(1, х)]|| я

+ 2||) J՛ (1,ц) - цС(/, ц)|| X ||й(/)и(/, X, ц)|| + 2м| А(/, й|||Я(/)11(/, X, ц)|| (19)



И;։ (19) и условий теоремы вдоль решения (I)-(3) имеем 
clV(t)/dt < (и(/,х),N(t)ii(t,х))+ /,(/,fi) / е 7' (20)

Убеждаемся, что М(/) -самосопряженный оператор в смысле (9| 
Тогда задача (12) имеет вещее,пенные собственные значения. Согласно 
условиям -I теоремы задача (12) при всех I ё 1\ сТ имеет ограниченные
собственные значения, то есть Л.^ (/)-ограниченная действительная 
величина [12,14.15). Собственные векторы задачи (12) образуют полную 
систему в IV. Находим неравенство |7, (1,12,14)
(и^(/)«)/(и,/#(/)«)< А,т„((), /е7]сТ; иеИ'сН. где имеем 

|Х,„„(/)| 2 ь. Отсюда вместо (20) получаем оценку

г/г(о/<// < (24
Из (21) 15.6.10) следует задача Коши сравнения (14), (15), порожденная 
операторами 2(1), 1.(1), В(1) Используя при V/ е 7’ решение задачи 
(14). (15)

>’(/) Л,ехр /Хт,(т)Л +ехр |ХЛ,„(т)Л X

xj /(/.ii)cxp •т/т -a(Z.fi), /(tji) = C\by(l) + /5(т.ц).

но теорёме о дифференциальных неравенствах из [10| вдоль решения 
//(/..г, ц) краевой задачи (1)-(3) для ^[м] (8) находим оценку 

1,[«(/.х,ц),(]<ЯО + <з(/,Ц). VI€ 7р Используя условия (16) теоремы, 
получаем неравенства

И[и((,х,ц),/]<Р(/,ц), И[м0(х)./„]< я, Vz0,/g 7J (22)
откуда следует, что при условиях пюремы возмущенная траектория из 
Q процессов (1)֊(3) будет находиться от невозмущенной //(/,х,ц) = О 
при V/ е 1\ на "расстоянии", не превышающем по величине пределов, 
определяемых наперед заданными функцией P(/,J1), постоянной а. 
11еравенства (22) характеризуют заданную мерой р(//,0) окрестность 

p(w,0) < С, С - const > 0 невозмущен но то процесса, где С 
определяется первым неравенством из (22). Два последних утверждения 

»теоремы доказываются очевидным образом с незначительными 
изменениями. На этом доказательство теоремы завершено.

4.Техническая устойчивость нелинейных состояний стойки при 
параметрическом возбуждении. Рассматриваем в гильбертовом 
пространстве нелинейную краевую задачу о поперечных колебаниях 
вертикально расположенной стойки, шарнирно закрепленной в 
'основаниях и натруженной переменной во времени продольной 
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, И ё (0.1)

возбуждающей силой /(/) Эту задачу представим в операторной форме, 
используя результаты из |8.14|

£?//(/. ,г)/с/ = Z(/,p)H(/,.v) -
= l.(i)ti(i,x)-t[d(t,i<2(.t,x),ti',(t.x)) 

f ° 11 /--Р
-Дл)а։/ас: -pj’ “Qi ֊«,’(/, x)^(/,x)

«(/,x) -(«,(/,X).n(l,x))՛, «,(/,.V) = !<'(/,.x), H.(t,x) = dll}(l,X)/cl

"(£•*) t 0 = w„(.v), «„(x) = (>l'0(.Y),V„(.V))‘ (24)

11(1,0) I) = 0, d2ti(tfi)l 8x'՜ Г՝и(1,\)/dx2 = 0 (25)

Совместно с задачей (23)-(25) рассйотрим линейную задачу при (24), 
(25):

5n(/,X)7(?Z = /,(/)»(/,х) (26)

где w(t, х)-поиеречные смещения точек осевой линии сгонки 

•а՛,, (х). г, (х)-четырежды непрерывно дифференцируемые функции но] 
xef) [о.|], 7 = [о,/,,ц ՛](£= const > 0)-заданный промежуток 

времени. Гс 7 =[/„,«>) Для /(/) возможен гармонический закон 

изменения |В|

/(/) = 4тс' (/?„ + Я, COS(OZ), Я„ ֊֊= РиГ-/4п2 Id, Л, = 1>г-/4т.:Ы , Р„ 

hociobihihh составляющая сжимающей силы: Р, -постоянная амплитуды 

пульсирующей составляющей продольной с илы; 7—длина стойки; Е - 

модуле. Юнга, 7 момент инерции поперечною сечения стойки 
опюсин'лыю ее оси. проходящей через ее центр масс; р -коэффицшан 

демпфирования; )1б(Р,1). Для /(/) могут быть и другие представления 
Считаем, что краевая задача (23)-(25) имеет однозначное iieiipenbniiioe 
решение: й'(Г,.т,ц) в облает TxD при )1 е (0,1). обладающее в /՝х/7 
согласно (23|-(25) необходимыми непре|>ывпыми производными и 
принадлежащее вместе с указанными производными всщссгвеиЙом) 

гильбертовому пространству OniocineAbiio реН1<:ния »'(7,Л')1
линейной задачи (26), (24), (25) допускаем аналогичные свойства.

Рассмотрим гильб1:ртого пространство И векторов {г/, (1,х),п, (/,х)] 

с непрерывными функциями ut{l,x), u,(t,x) при tel, хе D, ms 
которых |14|
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(w, v) = j £ u։ (Z, x)v, (Z, x)zZr, u, v e H 
d »=։

Задачу (23)-(25) рассмотрим в области
Q= ^,х,н1Уди} ldttd2u{ I dl2 ,ди} I дху...уд4их I Ox4, f (r),p / e Ty xtD, 

|1"|||г5Мй'1/й112s*!>||f'5’"i/5/’||!*4lR'i/acILSc>.

l^4'«՛ /Й4||, < c4, |/(z)| < cs, 6, = const > 0,(z = 1,2,3), c: = const > 0,

(j- 1,2,3.4,5), ц e (0,1) li качестве меры p(u,0) в IV с H , где W 
аналогично |14|, положим

р(»,0) = ||[(д2и7аг2)՜ + (S>։7chr)2 + тг2 + v2 j/x| (27)

Сопряженный оператор L (?) к £(/) имеет представление
ч (0 & /дхА)~ f(l)(d2 /8х2)}

£(/) = !՝ ? р I 1281

При условиях |8,14] рассмотрим функционал

(y(Z) - некоторый коэффициент, непрерывно дифференцируемый по 

Z ё 1, а, -некоторый постоянный параметр), который будет определенно 

положительным относительно меры p(zz,O) при условиях

IО < р < 1, (1 - р)4п2 - (р + е) > у(1)
[а, > ц֊р: /4 - ел2 +р2 /[4(1-р)]; е = const > 0

р-фиксированное значение параметра ре (0,1). Находим:

N, = f- р(9" л(')(9! /ахг) - А'(0(а3 /&2)+ s_ 'i
( -g<,')(p2/дх:)+& ֊Р J

/»(/) = P/(/)-«7l'(,)/z*. i'W = /(/)-Y(/)-Sj =a, ±p2/4 (31)
Имеем задачу о собственных значениях при (29)-(31):

W(/)^ = КВ(1)у, у = О',,у,)еW, teT (32)

Уравнение (32) сведем к уравнению для одной компоненты yt: 
d“yt /бхА + А(/)(з2_>'|/ах2)+ c(t)y} = 0 (33)

^■(/)= {(X । P)[P/(O֊Y(/) + Xy(O] • 2|/(')-у(')](6. -Хр/2)}{(Х + Р)2 -
-17(1) ?(')]■՝ }՜', Ф) = [мх + Р)8, - (5. - хр/2)2]/[(х + Р)2 - (/(/) ֊ 7(1)):] 
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(34) 
уравнение

(35)

при следующих граничных условиях:
z('.o) = z('.i) = o, a>,(/,o)/ar2 =а>,(М)/аг= =0

Соответствующее уравнению (33) характеристическое 
имеет корни

г, = +i{k/2 + Jk2/4-cJ , r2 =-i(k/2 + ^к2/4-с^

r.=+i[k/2֊ylk2/4֊с\2, r4 =-/(a/2֊VP/4-c)’ ?

Рассмотрим только случай, когда k(l) >0, V/ е 7՝ При этом 
получаем две последовательности собственных функций |1!| 
а) при о 0, к1 > 4с

у,(Z,.г) - С,(/)sin лх + С,(/)cost,х + С,(Z)sin г2х + С4(Z) cosr2x (36) 
если справедливо условие

(г/ + г2 - 2r2 r2 )sin i\ sin г, = 0, г,, = (а՜ /2 ±-Jk2 /4-с'j (37) 

б) при с < 0, к_ > 4с

р, (Z, х) = С, (/) sin г.х + С2 (z) cosr,x + С, (z)shr2x+С4 (Z)chz 2х (38)

если справедливо условие
(г,4 + г' + 2r2г;)sinz,shr, =0, г, 2 = (+ к/2 + ^к2/4-cJ (39)

Для максимального собственного значения Xmix (Z) имеем
-P֊vW/2[A„ -¥(/)]+[(7(0/2k -y(/)D= +(2[/(/)- 1

-Y(Z)](a, +(p/2)№, ֊Y(Ol/(/)֊Y(O]!/(l֊Y(/)/A„)]l,:j(0 = max

// = 1,2..., \/teT (40)
Используя равснсгво

f„(2--)P)2-[K/Y!(')b: = a,U-+P)2и» 

убеждаемся |14|, что kn * у при любом целом п, VZ 6 7՛ Должно 

выполняться для условие

к„ >0֊ц)4я:֊(р+ е), /» = 1,2,. (42)

при каждом Z е Г совместно с условиями (37) или (39). Если кп —>оо, то 

величина X стремится к пределу = ~Р + [/(() — ТО)]. Значение 

Х„ = 0 отсутствует |8,11,12|. Имеет смысл величина А = 5ир|Хп>„(/)|, 
«г

зависимая от условий (37) (или (39)) и (42). Собственные векторы в (32) 

|8.14] образует полную ситему в И2 с /7 . Используем величины
Л7(т,х,ц) = [| - и’г(т,х,ц)][3и,^,х,ц)/й]։ и^,х,)1),
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£(/.М) = n[ù(f.x) «(/. xjO./J £(f,p)| g к = const > 0.

Л?,(/.х) = [1 - w;(/,x)][civ(Cx)/<5/]'u(/.x) Вдоль решения задачи (23|-|25) 

i fl имеем с/Г[м(/,х,ц)./]/<7/ <. ХГ11(/)1'’[м(/.х,ц)./]чц/’1(/)4 R.

/(/) (1 + 0/2^/,(/)]_. Л = (|Ц֊ц| + 2н)(р/2ИХ1 + ^)6Д, + Л*.

Р<1О МО1|»1Ч при /с[о./.Д '|=Г, уравнение cjmihichhh

А/А Х^оЯ.- » о(/,й)]_ а(/,ц) = ||ц(1 + 0/2)'Л/,(т)|, • Лрт (43) 

2(0) = г>։. з0 è F(MJx),0). :0 <, â = const > 0 (44)

Согласно | Ю| вдоль решении задачи (23)-(25| и:։ (43), (41) находим

I'[u'(/,x.p).(ôm(/.x.m)/c/)./]s exp (т)А

(45)хехр /еГ [о.Лц Ыо.Лц"|<Л - Р(/,ц),

СлСДОВвНИ1.Н0, окончательно II облисш Q при / С Г имеем 
неравенство
r|i»։(/.xj։).(ftv(/.x,g)/â),/]g К. t g T в [э.А < jï | jî 1 = т։п^։'!.ц՜'}

К =схр(Л4н1)^ + /7ц-։11(1-»-р/2)(А, + Л,%’ +/?]} (46)

И । доказанной теоремы слсдуег техническая усюйчишяги. > нетемы 

(<’ >Н25| а / Если оценки (45)-(46) выполняются при всех Т С / . то 

и, и)՛ <1 (23)-(25), заданные при всех 7 с/ технически усюичипы в 

/ Дост точно условие «< им 1ттогич<ч кои зехничесхой устойчивое т Суде։ 
выполнено, если до|1ол11ите.л1.но < п|мпедли1ю: 5(/) • с(/, ц) —> 0 при 

/ -> 4<ю. ц. Д е (0.1).
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