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G.S.B«drgcnyan
Nonlinear diffraction of weak shake wave on the seml*inflnlte rigid

obstacle In the sea-side 2one

Используя результаты решенной линейной задачи и обратный метод, получено 
ураниение однонаправленного семейства нелинейных характеристик п окрестности точки 
Касания падающей и дифракционной волн, на основании которого восстановлена подшейная 
система уравнений движения. Показано, что условия па фронте слабой ударной волны 
удовлетворяются точно в пулевом приближении. Для мелкой воды вычислен коэффициент 
Ори нелинейном »йене. входящ։ш в уравнение движения, и показано, что он (1 + X,) равен 
3/2, который хорошо известен.

§1. Описание задачи. Пусть в начальный момент /=0 слабая 
ударная волна, распространяющаяся по поверхности покоящейся 
весомой жидкости^ сталкивается с волнорезом, имеющим острую кромку. 
Жидкость в декартовой системе координат (х,у, z) занимает область

-а2<х<сс, -сс<у<сс, -h(x,y)£ z ZC[tyx,y)
где плоскость z = 0, (.rO>>) совмещена с невозмущенной поверхностью 
жидкости, начало координат расположено на остром краю барьера, 
Координатная ось Oz направлена вертикально вверх, а2 - расстояние 
Барьера от берега, a h(x,y)- глубина воды в прибрежной зоне.

Задача изучается в локальной области, расположенной вблизи точки 
Касания Բ дифракционной и распространяющейся волн. Отметим, что 
^уч ОР является предельным лучом, отделяющим дифракционную 
Ьбласгь (область "геометрической тени") от обласги, занятой 
распространяющейся волной ("освещенная" область).

Предполагается, что изучаемая нестационарная задача плоская.
Перейдем от декартовых координат хуу к лучевым координатам 

S.T. Координата 3 = 0(х,^) характеризует положение дифракционных 
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лучей, излучаемых точкой О {3 от / не зависит, так как положение 
точки О фиксировано, то есть геометрическая картина лучей, 
исходящих из О, со временем не меняется). 3 = const вдоль лучей и 
отсчи тывается от некоторого фиксированного направления, например, о. 
касательной к барьеру в точке О.

Координата т = x(t,x\y) характеризует время пробега от начальной 
точки О до текущей точки Л/ в которой ищется решение, вдом 
дифракционных лучей, т = xd(x,y) — время пробега дифракционной 
волны от начальной точки до текущего фронта, а I - время пробега от 
точки М до текущего фронта волны.

Если через обозначить кривизну кривой, образованной из 
пересечения обращенного характеристического коноида (с вершиной в 
точке М, расположенной вблизи точки Р) с плоскостью / = О п 
пространстве /,х,у, а через К2- кривизну начального фронта волны 
(фиг.1), то в силу узости (достаточно малой протяжённости) области 
образованной из пересечения Отмеченных кривых, можно принять, что

(/). К2 = const. (Узость отмеченной облаепт следует из того, что 
при совпадении точки Л/ с точкой Р отмеченная область стягивается в 
точку).

В работе |1| показано, что в окрестност точки О’ (точка 0' 
расположена вблизи точки О, так как М расположена вблизи Р} имеет 

место приближенная формула ф + ^«с0

с0- скорость волны в точке О. /ф- время пробега от начального фронта 
до текущей точки, находящейся вблизи распространяющейся волны, а 
координа тная система и расстояния (р, 5 показаны на фит.1
Для достаточной малой окрестности точки О в приведенной формуле 
следует полагать (р, С, и х։, примерно равными нулям и с учетом, что
/ = ха (рассматривается дифракционная волна), а 
։ = -(9֊90)/(К,֊Х,) ([21 с.254, формула (5.5)), она примет вид для 

распространяющейся волны РА :

Продифференцируй (1.1) по I, легко получить 
дх с0 с1(Кх ֊ К.)( дх У — = —— (1.2|
д! 2 Ж

Следует отметить, что для произвольной гиперболической системы 
уравнений в (3| показано, что уравнение характеристик в лучевых 
координатах совпадает с уравнением (1.1), конкретизируя коэффициент 
при (дх/дЗ)2.
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Фиг. I. Проекция пространственной геометрической картины в 
произвольный момент времени /ф на плоскость / = . I- сечение
полубесконечного барьера с острой кромкой, 2 • квазиокружность, 3 - начальный 
фронт падающей волны, 4 • бихарактеристики волнового уравнения, 5 - 
дифракционные лучи, 6 - фронт дифракционной волны, 7 - фронт распрост­
раняющей волны в момент / = /ф , 8 - однонаправленное семейство нелинейных 
характеристик в освещенной области.

§2. Вывод системы эволюционных нелинейных уравнений 
движения в окрестности точки Р. Скорость 7/ перемещения фронта 
любой плоской волны выражается формулой (4|

.V = с„ + V, дГ/д!
т](дГ/дх)г +(дГ/дуУ

где сп- скоросгь распространения волны, а чп- проекция скорости 
движения частиц на текущую нормаль волны.

Переходя в последней формуле от декартовых координат к 
лучевым координатам с учетом

8Г‘\ = ар| а? =
с/1, 81 / От дГ д&/ т аЭ ’
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получается

где

с_+ул (\ хггГ „дт(дтд& дх 53
7У։ к [ 53 к 5г 5г дуду)

с ^тГгГд$У

Л2, = [(Эт/йг)2 + (от/Эу)2] /: - скорость перемещения

(2.1)

волны в
линейной задаче, х(1 = /. Так как рассматриваемая нелинейная 
дифракционная задача слабо отличается от линейной задачи, то скорость 
перемещения волны нелинейной задачи можно представить как сумму 
скорости волны линейной задачи и нелинейной добавки. Она из себя 
представляет разложение в ряд Тейлора по степеням £ = 5т/53 и 
малую добавку (1 4- Х)уя , где X определяется из условия совместности на 
фронте волны (3|. Значит

с„ + уп 814, 8х
эс аэ

Подставляя последнее выражение с„+у„ в равенство (2.1) и разлагая 
выражение под радикалом по степеням 5т/53. после некоторых 
преобразований уравнение однонаправленного семейства характеристик 
нелинейной задачи можно представить в следующей форме:

5т / 5т > 1 + X 
— + / — =----- уя5/ из; п

В случае линейной задачи правую часть равенства (2.2) 
отбросить, и она должна перейти в (1.2), то есть допускаем, что 
такой же вид, что и в случае линейной задачи. Следовательно,

(2.2)

следует 
/ имеет

(2.3)

Следует отметить, что полученное уравнение (2.2), куда подставлено 
выражение / из (2.3), описывает однонаправленное семейство 
характеристик нелинейной задачи для произвольной среды в 
окрестности точки Р.

Легко показать, что соответствующее дифференциальное уравнение, 
имеющее (2.2) в качестве семейства характеристик, записывается в 
следующей форме (где уя обозначено через и)

52\|/ _52\|/ 1 + Х д2\у 51п—--Г —+-----и—--//------֊ = О
8x8/ ЭЭ2 М, дхг д! (2-П

48



причем слагаемое и 5 In ЛА(/,т)/5/, (w = 5\|//5т, v = ау/д&) не влияет на 
уравнение (2.2) и введено для учета решения линейной одномерной 
задачи по лучу

dujdt - и^д In ЛА (/, т)/5/ = 0.
Лучевое решение в форме сохранения возмущенной энергии волны 

(paz/Acon = const, где р - плотность среды, с - площадь нормального 
сечения волны внутри лучевой трубки, остальные обозначения 
приведены в статье) для произвольных сплошных сред приведено в (5-7).

С использованием уже введенных величин: и = д^/дт, v = ду/д& 
дифференциальное уравнение (2.4) можно заменить эквивалентной 
системой двух дифференциальных уравнений первого порядка:

dti dv ди ~dv 1 + Х ди д\пА.— = — и------ Г — +------- и------и-------- - = 0
53 5т 5/ 53 ЛГ։ 5т dt

Переходя в последней системе уравнений от переменных и, v к новым 
переменным Ц,У по формулам и = ЛАЦ, v - Ay, легко получить

5ц 5v 5ц _ 5v 1 + X . 5ц .— =—----- г—ч--------Л.ц—= 0
53 5т dt 53 N. ' 5т

(2.5а-б)

§3. Нахождение решения системы уравнений (2.5а-б). Чтобы 
построить решение системы нелинейных эволюционных уравнений (2.5а-б), 
описывающих изучаемое однонаправленное возмущенное движение, 
необходимо: во-первых, выбрать в качестве независимых переменных ц 
и 3 вместо т и 3, причем искомыми функциями будут т и V; во- 
вторых, использовать решение линейной задачи для скачкообразной 
волны, полученное в |1).

Итак, т=т(/,ц,3), V = у(г, ц, 3). Следовательно,

= Эц| +ацаг Изам =0 ^ = _ат/аЭ
аз|м аз|, ат аз аз|։ аз ат/ац

Но
av 

так как — 
ags

av ат av av/ац
--------  или — =---------, то на основании последних 
ах оц---------ат ат/Эц

соотношений первое уравнение системы (2.5 а-б) можно переписать в 
следующей форме: 

т т дч, дх----- = — или  =---- , 
ац аз Эц,----аз

где V, =7^1 -КгУ, р, =у1К1 -К2ц (3.1)
Аналогичным образом можно показать справедливость следующих 
соотношений: 

‘ Здесь и в дальнейшем принимается ЛА(/,т)» ЛА(/), так как текущая 

точка М находится вблизи Р , и Ал намного медленнее меняется по т, 
чем м, V, что следует из линейного решения.
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5ц _ 5т/5г 5у _ 5у оу дт./с§ 
й|т 5т/5ц ’ 5э|, 59|и 5ц 5г/5ц

Используя последние соотношения, второе уравнение системы (2.5 а-б) 
можно переписать в следующей форме:

5т „5у5т _5у5т 1 + Х . „— + Г----------Г-----------------Л.Ц = 0
5/ 59 5ц 5ц 59

Но
5т _ 5т| (5т 5ц, 5ц, _ 1 д(К, - К2)
5/-57|И1+9ц, 5г ' 5г ~ 2(К, -£։) 5г И՝

Таким образом, уравнение (2.56), с учетом последних соотношений, 
окончательно примет вид:

5т, 1 5(/Г,-Л:г) 5т ! г5у, 5т

5г 2{К} -К2) д1 '5ц, 59 5ц,
dv. dr 1 + Х А. л—!----------------= О
5ц, 59 /V, ՛ (3.21

В линейной нестационарной задаче дифракции в случае скачкообразной 
волны показано (I], что возвышение свободной поверхности 
определяется формулой:

А 1 „ 72co(^i xd

-К2) Э֊9„

(Все обозначения взяты из работы [ 11, где т заменен через т^, см. с.49,
фор.(3.4)).

Последнюю формулу с учетом т|, а А 
h'

МОЖНО

переписать в следующей форме:
угсДк.-к,)^ 

8֊30
I ц, = —arctg 
п

Подставляя выражение ц, в уравнение (2.5а) и произведя 
интегрирование, получится

V2 Г /— 9֊э0 -к2уР^՜
V. = —= V- т - . arctg------ ------------------

л^[ 72с0 (/:,֊/:,) з-д
Из последних двух уравнений, исключив переменную т, получится

v՛ =----- "’Vi) <3-3<
пс0^К\ - К2

Теперь, подставляя выражение У։ в уравнение (3.1) и произведя опять 
интегрирование, можно показать, что
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(Э-90): 2 ,, .
х=-^7^)։ё֊лц' (ц'’° (34)

где ф(М - произвольная функция интегрирования.
Подставляя (3.3)-(3.4) в уравнение (3.2), можно убедиться в том, что 

слагаемые, содержащие (3֊30)*, сокращаются, и для определения Ф 
получается следующее дифференциальное уравнение:

25Ф ! 4^-^i) tgTCM, дФ 2Х + 1 4
a dt ^,֊4)311, 4 74^4 1

Решение последнего дифференциального уравнения эквивалентно 
решению следующей системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений:

а _____ ф,____ <4 -4) = N у/к, -к2 j(t>
2 d(K}-K-,)ldt tgTtn, ՛ 4ц, 2(1 +A)

Решив последнюю систему, получится

sin лц, = . Ф = j dt + V(C)

О "I V +
Вблизи волны АР (фиг. 1) Ц,(4 - Кг)՜4՜ = /,(Э,т). Следовательно.

_ ц. г(1 + Х)Л. , | sin mi, 1
Ф = , ' ֊---------’—±-dt + ц/ , '

74-4; 4 174-4 J

На основании найденного выражения для функции Ф, решение (3.4) 
запишется в форме

Но)1 
2с0(4 -к,)

tg274.l, +
j. (1 + Х)4 л + Г Sin ЯЦ, 

у1к,-кг Jo 4 (74 ֊4.

Вдали от точки Р решение одномерное по $ и записывается в форме (3]
л(9֊Э0):ц; + ц, j- (i + X)4 dt
2(4 ֊4& 74^4՜« 4

(3.5)

Сравнивая решение (3.5) с асимптотическим решением при малых |1։, 
согласно принципу сращивания асимптотических разложений (8), сразу 
.можно убедиться, что = 0.

§4. Удовлетворение условий на ударной волне. Следует показать, 
что в окрестности точки Р условия на ударной волне удовлетворяются 
точно в нулевом приближении.

Для этого сначала необходимо получить условия на ударной волне, 
использовав систему уравнений (2.5 а-б), в которых следует произвести 
замену переменного: £ = т- т($,/). ц = м(и V = у(с.) (Е, отсчитывается 
поперек ударной волны). Тогда система уравнений (2.5 а-б) примет вид:
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,3т , , Эт . ,(- и. — = v . ֊11 — +1 ц* 39 dt Ч —-цц' = о

На ц' нельзя сократить, так как ц' имеет скачок на ударной волне 
Интегрируя последнюю систему уравнений поперек ударной волны с 
учетом, что в рассматриваемом случае возмущения впереди ударной 
волны отсутствуют, получатся условия на ударной волне:

ах дх-ц.— = v. — 
dt 2N.

(4.1а-б)

Для характеристик, расположенных в освещенной области, вместо т 
необходимо ввести новую переменную 6 = /-/ф Так как для 
отмеченного семейства характеристик 6 не зависит от 3, то уравнение 
(2.2) примет вид:

га
dt

_^_2М (V =«)
Л, "

ЛАц = о

Следуя методу Уизема (9], линейное решение можно представить как 
и = Л06а (а = const) и заменить 6 на yt. Тогда из последнего 
соотношения следует

5 = + Л
i

(4.2)

л А՝
ГАе

Согласно работе [9], скорость распространения слабой ударной 
волны есть среднее арифметическое скоростей распространения 
характеристик впереди и позади разрыва. Следовательно,

дд = 14-Х 
д1 ~

Продифференцируй (4.2) вдоль ударной волны, после некоторых 
вычислений с использованием последнего соотношения получится

1 Iу2« [ = у»

Проинтегрировав последнее уравнение и подставляя полученное 
выражение у} в (4.2), получается уравнение ударной волны

В частном случае скачкообразной волны а = 0 и
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Из решения (3.5), обозначая значение т в точке Р через Го с учетом 
ц, = 1 в этой же точке, слелуег

(•1 + Х. л
Х0=| —4><* И-4)

следовательно, 6 = -То/2. Поскольку решение на ударной волне 
одномерное, то последнее соотношение верно вдоль всей ударной волны. 
Поскольку 6 = / ֊/ф , а т = ֊ /, то из соотношений (1.1) и (4.4) следует

г (»-&,)*
2 2с0(^,֊^:)

Отсюда в точке Р (т = т0) следует

9 — 90 = Х։ = -А\)т0

(4.5)

(4.6)

Отметим, что для дифракционной волны 9 > 90, а для распространяю­

щегося разрыва & < 90 и Поэтому перед радикалом взят знак " - ".
Из решения (3.3) о точке Р следует 

9 - д

у“=-с^4г или Уо=жЬЗ (4՛71
Как следует из соотношений (4.5)-(4.6), условие (4.1а) на ударной волне в 
точке Р тождественно удовлетворяется.

Докажем справедливость вышеприведенного второго 
утверждения, го есть условие (4.16) на ударной волне в окрестности 
точки Р удовлетворяется в нулевом приближении. С этой целью 
разложим величины Э-90, т. ц и V в степенные ряды по <; в 
окрестности точки Р:

9-9, =Х, +<;, т = т0 + т,т; + т253, ц, =ц0+ц'<;, V, = у0+у'<; (4.8а-г) 

где = <;(9, ()- малый па, зметр, а т,, Т,, ц', V1 зависят только от /.
Подставляя (4.8 б-г) в систему уравнений (4.1а-б), с учетом 

соотношения (4.8а), легко получить

-(ца+иЧЬ, +2т,<;)=у<>+у'<;.

То + ֊ (т, + 2т,?)+ г(т, + 2г,<;): ֊ ֊Ч(ц0 + ц'с) = О

Из последних соотношений следует, что в нулевом приближении имеют 
место равенства:

-Цот,=уо, < -а,[т, +Гт3 =0 (4.9а,б)
2/у.
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Согласно (4.4), х'о = [(1 + Х.)/М, ]Л0 .■ Из соотношений (4.9а), (4.7) и (4.6), с

учетом ц0 = (ЛГ, -КгУ г следует т, = X, . Продифференциро­

вав соотношение (4.6) по /, можно получить

1 /------ -------- 1^~\\ 1 + X, А 1 । I---- л/с0Т0(ЛГ. --------- . ■ -— +------ !----  2^ 0 оЧ 1 Д Д',

Подставив выражения: X], т։, Г. Ло. ц0 в уравнение (4.96), легко 
убедиться, что оно превращается в тождество.

§5. Определение коэффициента X в случае мелкой воды.
Для прибрежной зоны с переменной глубиной г = -Ь(х,у) уравнения 
нестационарного движения идеальной несжимаемой жидкости с 
применением гипотезы "мелкой воды" запишутся в следующей форме:

ди ди ди дп ду <ту— 4-7/----- ЬУ-֊ - - , --- 4-//----
д! дх ду дх д! дх

। д(!1 + т\)и ! с(/? + Т))у

5/ дх ду

5у дг)+ у— = -2—- 
ду ду

(5.1а-б)

(5.2)

где Г] - возвышение свободной поверхности.
Для получения значения X следует вычислить скорость волны в 

нелинейной задаче. С этой целью в уравнениях (5.1а-б)-(5.2) 
производится замена производных на фронте волны согласно работе [3] 
по формулам: 
д ( д с д с— ->֊(£„+у„)5, — ->чД 1-АС Си+У„ - нормальная
д( дхду
скорость волны, пх. пу- компоненты единичного вектора нормали к 

волне, а 5 - производная по нормали волны. Переходя в уравнениях 
(5.։а-б)-(5-2) к указанным заменам, можно получить: спди = £/?х6т). 
спдч = £7/у6т|. с„6т]-(Л + л)$7п =0. Умножив первое уравнение на пх, 

а второе - на пу, с учетом пх+ну=0, легко получить с„6у„ = £бт). 

Подстановка выражения 5уя из последнего равенства в условие 

си6г|“(^ + 11)5уп =0 дает -^(Л + Т|)= 0. Представив сп в форме 

сОл4-сл, где сп мало, и подставив в последнее соотношение, 
соответственно. в нулевом и первом приближении, получается: 
^0п = . 2у^сп= £Г|. Положив с„=А.У„, с использованием
соотношения V,, =(^/с0„)т|, можно получить с„ = 1/2у„. Следовательно, 

X = 1/2.
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