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Բաժանման մակերևույթի ւ|րա ճաթ պարունակոդ բաղադրյալ լուսնաձև մարմնի 
առաձգականության տեսության հարթ խնդրի լուծումը:

Երկբևես կոորդինատային համակարգի և Ֆուրյեի ինտեգրալների օգնությամբ տրվում I բաժանման 
մակերևույթի ւ|ր։ս. մինչև եգր դուրս եկող ճաթ պարունւսկոդ բաղադրյալ լուսնաձև մարմնի 
սւոաձգակւսնության տեսության հարթ խնդրի փակ լուծումը:

L.AJIarutjunyun 
A plane problem of elasticity theory for a compound circular moonlike, 

with a crack between materials

С помощью биполярных координат и интеграла Фурье дано замкнутое решение 
плоской контактной задачи теории упругости для составной области с трещиной.

В данной работе с помощью биполярных координат и аппарата 
интеграла Фурье дано замкнутое решение плоской контактной задачи 
теории упругости для двух областей, образованных пересечением дуг 
окружностей и имеющей трещину между материалами, которая выходит 
до границ.

Ось ох направим полинии контакта (фиг. 1).

Фиг. 1
Задача решается при помощи функции напряжений в биполярной 

системе координат а,0. которые связаны с декартовой системой 
координат х,у соотношениями [1]

3



«shot a sin В
--------------- ■ y =---------- - —- 
cha + cos p cha + cos P

(1-1)

Функция напряжений Ф(а,р) удовлетворяет бигармоническому 
уравнению, которое в биполярной системе координат имеет вид [2,3]

f2L+2_f_+4_2|i.+2>+1U)=o (,.2)
оа2ар2 ар4 5a2 ар2 '

где g = (cha + cosp)/a характеризует масштаб преобразования, а -
параметру биполярных координат.

Напряжения и перемещения выражаются через 
напряжений соотношениями

aa„ = (cha + cosp)—--sha-—• + sin P— + cha i(gO) 
ар да ар J

функцию

f d~ о d A
1 (cha + cosp)—7-sha — + sinp----- cosp |(&Ф)

da‘ da dp J

atap = -(cha+cbsp)-^—(#Ф) 
dadp

(1.3)

±f(1_2v)^_^| 
2ц V ’ ар ар J
Af(i֊2v)^ 
2м I +—-

da )
где ц - модуль сдвига, V - коэффициент Пуассона, 
бигармоническая функция, связанная с ф(а,р) формулой

(а. Р) = (1 - V)/ / ֊ 1^8Ф)сМЗ

*,(а.Р)-

(1.4)

В биполярной системе координат первый материал с упругими
характеристиками ц։, V, занимает область а g(-oo;oo), р <= [О; pj ]. а
второй - с упругими характеристиками ц2, у2 занимает область 
ае(-со;оо), ре[р2;0]. Пусть трещина находится в промежутке 
а е (- со; а0) и р = 0.

Граничные условия для напряжений равносильны следующим 
условиям для функций напряжений:

Предполагается, что ф„ (а) и

= <₽».(«)•• = vja) («' = 1,2)' 0=р„ (1.5)

разложимости в интервале Фурье.
На линии контакта имеем следующие условия:

VmG*) удовлетворяют условиям
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3(&Ф„) =0ЗР р.-0 
(«фД..=о 

“ (^2 ))р=о
^и=^и

а е (- со; со)

ае(-®;а„)

ае(а0, со)
ае(ао;оо) (16)

решение бигармоничёского уравнения (1.2) ищем в виде интеграла Фурье 
такого вида

^фп(а-Р) = -7= [Л,('.Р)ехр(-<7а}й (« = 1,2) (1.7)
л/2я <

где
Л('.Р)=-4„(/)сН/(Рт-р)с05Р + В„(/)сНфс05(рт-р) +

+ С„,(/)511/(р„-р)5тР + Р„(/)5ЫР$т(Р„-р) (т=1,2) (18)
Удовлетворяя граничным и контактным условиям (1.5) и (1.6), получаем 
следующие системы уравнений для определения неизвестных 
интегрирования:

Л„(/)СО8Р„ +й„,(/)сЬ/р„ = ф„(/) 
-Л„(/)япр„ + /Я„(фЬ/Рт -гС„(Ояпр„ -Д„(/)зЬ/р„ = ч?„(г)
-/Лт(/)БЫР„ р„ +С„(О®Ь/р„ +/Д„(/)япр„ = О
•<(')с1֊Ф„+В„(/)со5р„ = %(/) (от =1,2) (1.9)

где величины <р„(/) и Ч'т(0 ('” = 1,2) являются преобразованиями 
Фурье от заданных функций <р_(а) и фп(а) (»1 = 1,2)

<₽'»(/) = Т= 1 (а)ехр(/7а)ага
72я Д

Ч'„(0 = ֊4= Гч/„(а)ехр(/7а)<йх (т = 1,2) (110)
х/2я .4

а Л'(/)—пока неизвестная функция, которая определяется позже.
Разрешая систему (1.9). найдем

д,(') = — иЮсЬ/Р" ֊ ф„(1)С08ря,)
^Г11

В-Л<} = —(֊ *(')С08р„ +$„(')сЫр„)

С„(/) = ^Ц^-^сЬ/р,, + (г2 + 1);Н(рт ЯП Р„ созр„)- 
аЬ

- -֊֊(/«„ со։рт + (г2 + 1^Ь(Р„с11/р„ яп РЛ^Ф^
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= -^֊-(to„cosP„ + ('’ +')*'₽„ch'P„sinP„)+
С1„,От

+ 2=Ма„сЬф„ + (/= + l)sh/p„ sin p„ cospm)- (1 , „
a J) m in "i

где
"„,(O = sh:/pm+sin-p„ (112)
MO = shJ/p„-ZJsin2P„

Неизвестная функция X(f) определяется из следующей системы парных 
интегральных уравнений:

j X(t)eKp(-ita)dt = 0 а е (- со, а0)

|(М(/)Х(/) + Лг(/))ехр(-։Лх)<Л = 0 ае(а0;со) (из) 
-ж

где
М(‘) = 2?(7)^h2/p' +'sin2₽'^2p^h2/₽3 +/sin2^)

Af(z) = —!—(-<₽, (z)(zch/p, sin P, + sli/p, C0Sp,)+ vp,(z)slizp, sin p,) +
Д0)

+ —— (<p, (r)(/clwp, sin p, +shzp, cosp,)- (j7,(r)sh/p, sin p,) 
b2(j)

Если размеры областей и внешние усилия одинаковы, т.е.
Р, ֊֊ -р2 = р„, Ф, = ф2 =ф„. V, =֊Vj = \j70, то из (1.14) получим

= (1+А) (sh2(p0+/sin 2Р,.,)
2 (sh’/P0-/։sin:P„)

Д'(О = , , _ 14 Л . , ■ [% (' )sh/p0 sin ро - (1.15)
sh"/p0֊( sin'P0
-<Po(O('ch/P„ sin Po +SHZP,, cospj]

Как видно из (1.13). решение посгавленных задач не зависит от 
упругих характеристик составляющих материалов. Аналогичные 
результаты для других областей были получены в работах [5, 6].

Применяя преобразование Фурье для определения неизвестной 
функции X(t) из (1.13), получаем следующие характерисгические 
сингулярные уравнения с ядром Коши:

a(t) X (/) + /ЛГ(/) = — f ехр(/(/ ֊ т)а0 )dx (1.16)
Я/ Д / - т

или
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fC(l-ytt&)dl--f։(r), «,<r<b„ 1-1.2,...,#
" (1-27)

j'E.C ('=,)) „('çry/ç = 0, 0<r<u1, bi<r<a,։l, ։ = 1,2,....# - I, r > bv
I)

In the ease of N = 1 (a։ = fl, b} = b) the solution of Eqs. (1.27) takes the form
Ç(Ç)(n/4)(| (1.28)

where coefficients Cn (/I = 0,1,2,...) can be obtained using the solution of infinite system of 
algebraic equations

* o
= (*=°3,2.-) (1-29)

« n(b -a)
Here

W„։ = (2/(6 + «))p„(i]y„(«’i)./։(>iy։(œiX/>l (», k = 0,1,2,...) (1.30)
II

2. Let us analyse the coefficients (0^ determined using the formula ( 1.30) in the form ot 
the improper integral of the product of four Bessel functions. The simplest approximate nume­
rical method for these coefficients is based on using the representation of (Ont in the form

2 a. « »
lu,< = r— [•/„(’iVJanV/nV^a'lkAl + ~ P»(’lV„(an>/։(>lV։(«’lX/>l (21) 

[J + (I J U + U J
o Ho

where the reason for choice of the value T)(։ is the possibility of using in the last integral 
asymptotic formulas for the Bessel functions

. , . 2 1՜ tui re] .
<22)

The asymptotic expression

J„0iy։(n)-/,(aiiyi(a>l)“(l/(2Jt:ifa))[l + (-l)՞-* +((-1)՞ +

+ (-1)* )(sin 2i] + sin 2ai]) + cos(2(l - a)i]) - (-1)՞** cos(2(l + a)i])J
is correct with account of (2.2). Using (2.3) we obtain the following form for the second 
integral in the right part of (2.1)

p„0iy։(’iy„(an)2։(a’lX’l ■ (1/(2jt'«>]„))[1 + (-1)“՜* +((-1)'՛ +
n„

+ (-1)* )(sin 2i]„ + sin 2ai]„ - 2։iuCi(2i)„) ֊ 2a։]0C։(2ai]„)) +
(2.4)

+ cos(2(l ֊ a)r]0) - (-1)"՜ cos(2(l + a)»]„) + 2(1 -a)i)0si(2(l-a)n„)֊
-(-If' 2(1 +a)nos/(2(l + «)>!„)]

Here
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Г(г) = ;(т) — Т-7

Г1(0 = ±-1п
2

(1.24)

Пользуясь предельными значениями этой функции, преобразуем краевое
условие (1.21) к виду

ФЧО Ф (0 , у(0
Х'(') х (/) х-(0

Далее, вводя аналитическую функцию

2л/1х-(т)т-г 
Представим краевое условие в виде

Х’(0 х-(/)

(I 25)

(1.26)

(1.27)

где
■!<•(/) = 1 । 1 [ £(т)

2Х’(7) 2даДХ*(т)т-/

2Х’(0 г™ Дх (*)*-' (1.28)

или

+'*'(') (ТЮ = М~)
’ 2 л \ч

Применяя теорему об аналитическое продолжении и учитывая, 
что единственной особенностью рассматриваемой функции может быть 
лишь полюс в точке г = -I'՛, на основании обобщенной теоремы 
Лиувилля будем иметь:

Ф-(г) - 4м (г) = —-У՜ (г) (1.29)
Х’(г) Х*(г)

Отсюда получаем общее решение задачи
Ф(г) = Х(г)Т(г) (1.30)
Так как 1псЮ(/) = -1. надо добавлять еще одно условие = 0 

или

[_Ж_^ = 0
Дх*(т)г + / (1.31)

Напишем решение (1.30) краевой задачи Римана (1.21) по формулам 
Сохоцкого. Предельные значения соответствующих функций есть:

Ф-(,) = х-(/)֊-^ + Ч'(/)
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ф-(о=х (')!4֊֊ *(')]
Отсюда по формуле (1.20) имеем

ф(/)=£22 [1+*_22 + х • (/)[1 -
к 2 [ Х’(/)и [ Х*(/) 

(1.32)

(1 33)

Х'(0 ---- — заменяя
Х'(0

00(1). а функцию Т(/)- ее выражением из (1.2), 

получаем

<₽Ю = 8(0 
2

1 4-------
0(0

+ Х‘(/) 1- 1 
0(0

1 Г 8(0^
2га.{х*(т)(т֊0 (1.34)

Подставляя вместо X" (/), 0(1) и g(t) значения из (1.23) и (1.22), 
имеем

«(/)/(() *(')*(') 1 7 /(т)Л
а2(։)-Ъ2(!) у/а-^-Ь2^) я/Д^2(Т)֊/,2(Т)2(Т)(Х-/) 

где
2(0 = ^^ехр(Г(/)) (1.36)

или окончательно для неизвестной функции Х(/) получаем следующие 
выражения:

Х(0 = -^֊ +
4 2М(0

______  (1-37)
8(0 1 г з/т(т + р#(т) ехр(/(/ - т)а0 )т/т

у]1(1 + 1)М(?) 2га 2, ^М(т)г(т)(/ ֊ т)

Рассмотрим частные случаи:
1) при а0 —><о из (1.37) получаем

Х(/) = 0 (1.38)
2) при а0 —> -а>

Х(/) = —(1.39) ’ М(<)
Эти результаты совпадают с известными результатами [2. 3. 4]. При 
получении значений (1.38) и (1.39) использовали следующие пределы:

1пп 1?/(Т)еХР('(/֊Т)а^ = ±/(/) 
а0֊Н«> -л! Д / - Т
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