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ОРТОТРОПНОГО КРУГОВОГО СЕКТОРА

Шабоян А.Ф

Ա Ֆ.Շաբոյան
Օրթոարոպ կորագիծ եզրով սալի տատանումների օպտիմալ ստաբիլիզացիան

Դիտարկվում է գրսնաձե անիզոտրոպիայով օժտված կորագիծ, օրթոարոպ սալի օպտիմւպ 
ստաբիլիզացիայի խնդիրը, որի խտությունը փոփոխվում է նշված օրենքով Սալը հոցակապորեն 
ամրացված Լ եզրերով: Տատանումների կայունացումը տեղի է ունենում ղեկավարող ազդեցությամբ, որը 
կիրաովում Լ սալի վերին մակերևույթի վրա

Խնդիրը րսծվում I. Ֆուրիեի-Բեսսեփ մեթոդով, ստացվում է ժամանակից կախված, անջատվող 
փոփոխականներով երկրորդ կարգի սովորական դիֆերենցիալ հավասարումների անվերջ համակարգ 
Որոշվում I. օպտիմւպ ղեկավարող ՜ազդեցությանը; որը ստաբիլիզացիայի է ենթարկվում տվյալ շարժումը 
համակարգի լրիվ էներգիայի մինիմալ արժեր ունենալու դեպքում:

A.F.Shaboyan
On Hie optimal stabilization of orthotropic curvilinear plate by vibration

Рассматривается задача об оптимальной стабилизации колебаниями шарнирно-опертой 
по краям цилиндрически анизотропной пластинки, плотность которой изменяется по 
заданному закону.

Срединная плоскость пластинки имеет вид криволинейного четырехугольника
Пластинка стабилизируется при помощи управляющего воздействия. приложенного на 

ее верхней плоскости. Применяя метод Фурье-Бесселя, получается бесконечная система 
обыкновенных дифференциальных уравнения второго порядка. Определяется оптимальное 
управляющее воздействие для каждого уравнения в классе , стабилизирующее данное 
движение при минимизации полной энергии системы.

Вопросам оптимальной стабилизации ортотропной пластинки и оболочки посвящены 
работы [1|- |2|

§1. Рассмотрим задачу оптимальной стабилизации цилиндрически 
анизотропной пластинки, плотность которой изменяется по заданному 
закону р = р(г) = рога. Срединная плоскость пластинки имеет вид 
криволинейного четырехугольника. На пластинку действует сила 
^(г.б.г) е Ьу.

В полярных координатах уравнение колебания имеет следующий вид 
13]:

ЭЧг 2й(> Э4№ Ро Э4И’ 2Р, ЭЧг
йг аг + г- дгэе2 + г4 эе4 + >■ э/

2РЛ э'уу р„а2ы з(о0 + Ри,) эчг
г’ ЭгЭ02 г2 дг2 + г4 Э9:

г՛ dr g dt 
(1.1)

где W(r,0,f) - прогиб пластинки, h - ее толщина, a Dr. Dn, 
жесткости. Предположим, что пластинка шарнирно оперта по краям. 
Тогда прогиб пластинки удовлетворяет следующим граничным условиям:
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IV = 0

эе= "
IV = о

—— + 
дг2

9 = 0 
при

9 = а (1.2)

^ = 0 
г дг

при г = Ь (1.31

Пусть 1У(г.0./) удовлетворяет следующим начальным условиям:
ИЧг.9.0) = <р(г,9)

=ЭД(г,6) 
3' 1<=о

где <р(г.9) и

(1.4)

- соответственно, начальный прогиб и скорость
произвольной точки срединной плоскости.

Задача заключается в следующем:
определить закон внешней нагрузки Г(г,в,1), удовлетворяющей 

краевой задаче (!.!)-(1.3) при начальных условиях (1.4). который 
функционалу

. 6 У

/ = К + V + 11 р/՜: (г. 9.' )с/гг/9Л
2# <00

(1.5)

придает минимальное значение.
В выражении (1.5) К • кинетическая энергия, а V- потенциальная 

энергия. Третий член функционала - энергия внешней нагрузки. %- 
положительный коэффициент, обеспечивающий одинаковую размерность 
всех слагаемых.

Общее решение однородного уравнения, 
уравнению (1.1), имеет следующий вид [5|:

И/(г.9./) = ££т„„(г)Яот,(г)8>п\0

соответствующего

(1.6)

. ЯПгде 2-„=-

" О, ' "------------------О,-------------

(1.7)

О

с < г < Ь

О < 9 < 7

числа рпт являются собственными значениями. Так как функции и 
образуют полный ортогональный базис в классе Ь, с весом л, то с 

помощью метода преобразования Фурье-Бесселя для внешней нагрузки 
получим:

^(г.е.о = ££7';„,(/)/?„,„(г)5(пХ„е (1.8)

где . а ал,„ - коэффициенты разложения Бесселя,
которые определяются по формулам
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= 12 Г -----л!Л" (Р™Х'>Х‘1х

Подставляя выражения (1.6) и (1.8) в уравнение (1.1) с учетом 
независимости функций /?„„,(^) и 81пХп0 (/? = 1,2,..., т = 1,2,...), получим 
следующую систему бесконечных дифференциальных уравнений:

,,(')=/Л

где п пт . Н пт

РоЛ
(1.9|

0,8
После ряда преобразований функционал (1.5) примет следующий вид:

ЁЁМЧ Л лро
■т7Л(')+«2,„(') Л (1.10)

~ А 
где = —, В, 

в,т

о.+40,^, 1^
Апт

й, пт
1 ,, 

-------2--------- Г к.о.
с1г

Из того, что функционал 
значение, следует стабильность

(1.10) должен принимать минимальное
движения, так как в противном случае

функционал примет бесконечно большое значение. Из начальных уо\овий 
следует, что функции Т11т (/) должны удовлетворять следующим условиям:

= (п.т= 1,2,...) (1.11)

пт

4
где апт

=-——г Г ‘г2“'’'ф(г.е)лт,(г)81пХ„елт/е

Ь„ = ֊—Д----- ; [ Г20'՜1 ф(г,0)/?„„(г)5Ш Х„0<М0

Общий функционал (1.10) примет минимальное значение, если 
минимальным будут значения каждого слагаемого, входящего в 
функционал.

I пт и,™

о
, Огя А

где Л = —^-22-
Лр0 Впт

Функции мпт(/) ищем следующим образом: 

"пт (0 = ^\ппТпт 0)+ ^1пт^ пт 0)

(112)

(1.13)

Введем функции Ляпунова которые вместе

удовлетворяют уравнению ЛяНунова-Беллмана (4).
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пт 'г . лгл |  1.1 •]՝ . 11 .. ։_
1 пт -чгЛ ' ։ пт1 пт 1 пт" пт 'оТ^ ЭТт

= ֊кл + 2к2тт„„т„. + к3пт(т^ + <]. («.»>= 1,2,...)

X ^ = -2«
Л'Н(” ЗТ

Представим Упт в следующем виде:
V = А, Т~ + 2 А, Т Т + А3 Т*՜ пт 1лт пт ֊пт пт пт мт пт

Подставляя (1.13) в (1.14), с учетом (1.15) получим

(1.14)

(1.15)

Л2т=~с 
нлт

А = СщтС'пт - С,пт • С\пт = 1 ± 71 + кт Ю 
1ллг |л/л 2 пт ֊пт 1ЛЛ1 V пт ՝ ՛

^Злл» уу ^2пт

Знак в (I) и (II) определяется из условий Сильвестра, откуда следует, 
что

С С.

—^֊<0; -^-<0 (1.16)
нпт нпп1

Таким образом, решение задачи (1.9), (1.11), (1.13) имеет следующий 
вид:

у՝ ~’^ЛМ .|.Аии Ддап^!дм ц 17)

а|»Л1 ” а2лп1 а2л1н~а1пт

с՝ н н ՝/V _ '^2лл։Г/лт , 1՝^2лл1/7лл| , г/ 1\
где а,„„ =----- - -----+, ------ ------ + Н (С

2 V 4
С՝ Н С՝ Н‘

а2„. = 2--0 ■■ ■ ֊+ - ՛) <1|8>
2 V 4

Для «щи (0 получим
(( л \ = (^1п»1 **՜ а1лт^2ллг Х^ит ~ Дллг^2лл> ) ^а1м«' +

'1Л'՝ а -а
^\пт ^пт

I (^*|пл1 4* ^2шп^2Л1Я Х^ЛЛ1-^1ЛЛ1: . ^№1 )

®’1лл» ^2лл»

§2. Функции и Няя։(0 являются решениями задачи
оптимальной стабилизации для функционала / .

С помощью функций «Л/1( можно получить значения внешней 
нагрузки Г(г,6,{)։ которая является функцией класса Ь. Это следует из 

равномерной сходи мости ряда ЕЕ(2» 
п=1 »1=1

Из условий (1.16) и (1.18) получаем, что
Ке(«!,»)<0՛ Ке(а,„„)<0

Для доказательства равномерной сходимости ряда (2.1) достаточно 
показать, что ряды
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_1____ (^'|лт ^’1лл1^'2лт ) &пт&'2пт (^Члт
у 2

+ а1лт^'2яш)]г

ееЬ—-(*пт (р1пт + а2лт^*2лт ) ^пт (^’1лл| + ^2лл։0>лл| )][ 
л=1 т=1 '%2пт )

мажорирующие ряд (2.1), сходятся.
Рассмотрим следующие величины:
С|ти ^клт^2пт )пт (^1п/ч '^^кпт^~'2пт

(Х|,„м-а, ' ос|М1-а,яж1л/л 2пт 1ЛЛ| 4 пт

(2.3)

где (у'-Л = 2; ].к =1.2)
После некоторых преобразований (2.3) можно привести к 

следующему виду:
=|(с2„Л,.,„ +е^С^ + 4Н,„(С1ш,֊1))х

х 2СН„С;ШЛ„„, +е^^„„,//1 +4С:„„//п„(С|лт ֊1) 

^С^.Н֊п,+4Нт։(С^-\)

С\пт клт^2пт

О..^ -О^пт

2С.„„ +с-и„т + е. Лс,4, Н;„, + 4С„ Н „ (С -1)
1лл» 4 пт пт к у -лл| лл։ лгл ля» ՝ 1шп ՛

^С-л,„Н1+4Н(С.„т-\)V 4лт пт пт ՝ мт '
н.,п = 1,2,...;7, к = 1.2; } к = 2; е,=1; Е, =-1 (2.4)

Э41У Э2И՜ , . г-;֊
Так как функции —-—-— и —— (у = 0.4) также принадлежат по

Эг 'й0; Эг
крайней мере к классу Ь, на [/>;с] X [0;/]х [0;~]. то ряды

и ЁЁ(">"'4՜'*».)՝ • (У = 0-4) (25)
п=) /кя| п=1 Л1=1

должны сходиться [6].
Сходимость рядов (2.2) следует из сходимости рядов (2.5), выполнение 

которых естественно предполагать, исходя из того, что силы, действующие 
на пластинку, принадлежат к классу Ь,.

Следовательно, равномерная сходимость ряда (2.1) при условии 
сходимости рядов (2.5) установлена.

Ограниченность минимального значения функционала / тоже 
следует из сходимости рядов (2.5)

о (^ЛЛ» ^ЛЛ1^2ЛЛ1 ХДЛГЛ^1ЛЛ1 ^лл> )

(а,„„ - а. „)2
______ ^пт_______ । ^1л1п^2пл| । (^*1л/л 2пт^’\птЛ^'\пт'^'^'2пт^՜ 2пт 

а,„„, + а2„„ а,™ + а2„„ а,и +
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Таким образом, функция F(r,Q,t) оптимально стабилизирует
колебательное движение пластинки при минимизации функционала (1.10).
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