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Սահթային էլեկտրաաոաձզական մակերևութային սդիթների ղիֆրակցիան 

էլեկտրահաղորդիչ առաձգական շերտի եզրում

Աշխատանթում ուսումնասիրված է պիեզոէ|եկտրիկ կիսատարածության խնդիրը, որի եզրային 
մակերևույթին ամրակցված Լ փոքր հաստություն ունեցող առաձգական կիսաանվերջ էլեկտրահաղորդիչ 
շերտ Ենթադրվում է. որ ս|իեզոէ|եկտրիկ կիսատարածության ազատ մակերևույթը մետաղացված է և 
անվերջությունից տարածվում Լ է|եկտրակա(։ մակերևութային ալիք: Ստացված են անդրադարձվող 
մակերևութային ալիբի, անցնող մակերևութային ալիբի և ծավալային ալիբի ամպլիտուդաները Ստացված 
են նաև ասիմսրոոտիկ բանաձևեր, որոեր բնութագրում են տեղափոխության և էլեկտրական պոտենցիալի 
վարթերր անվերջությունում:

E.K. Grigorian, L.V. Sarkisian
Diffraction of shearing electric clastic surface waves in the edge of electrical conductive elastic layer

В работе рассматривается задача пьезоэлектрического полупространства 
(пьезоэлектрик класса 6mm гексагональной симметрии), на граничной поверхности которого 
прикреплен упругий полубесконечный электропроводящий слой малой толщины. 
Предполагается, что свободная часть поверхности пьезоэлектрического полупространства 
металлизирована и из бесконечности распространяется поверхностная электроупругая 
волна Получены амплитуды отраженной и проходящей поверхностной волны, а также 
амплитуда объемной волны. Получены также асимптотические формулы, характеризующие 
поведения перемещений и электрического потенциала в бесконечности

Рассмотрим пьезоэлектрическое полупространство (пьезоэлектрик 
класса бшт гексагональной структуры), на граничной поверхности 
которого прикреплен упругий полубесконечный электропроводящий слой 
малой толщины Ь. Пьезоэлектрическое полупространство отнесем к 
прямоугольной системе координат Охуг так. чтобы ось г совпала с осью 
симметрии пьезоэлектрика, ось Ох была направлена вдоль границы 
раздела полупространства и полубесконечного проводящего слоя, а 
полуплоскость (у = 0. 0 < х < <») была контактной поверхностью 
полупространства со слоем. Предполагается, что свободная часть 
поверхности пьезоэлектрического полупространства (у = 0,—°° < х < 0) 
металлизирована. Из бесконечности (х < 0) вдоль оси Ох 
распространяется поверхностная электроупругая волна [1].

и>(х,У,1)=

Ф,(л.у,/)= (1)

где Ծ„ = Zr/71-S2 , 8 = 4/В. Л = е25/е„, В = см+е25/е|| , £,, ֊

диэлектрическая постоянная пьезоэлектрика, е15 — пьезоэлектрическая 

постоянная, —упругая постоянная, к = (й/с, с = л/С/р, 

6 = с4ц/(1 + %2). Р ֊плотность материала полупространства, 
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%2 = <5/(еис4д) -коэффициент электромеханической связи. /- 

параметр, характеризующий время, СО - частота колебаний. До - 
постоянная.

Сдвиговая поверхностная волна, очевидно, дифрагирует на краю 
упругого электропроводящего слоя. Вопрос состоит в определении 
амплитуды отраженной поверхностной волны при х < 0. амплитуды 
контактных напряжений, амплитуды проходящей поверхностной волны, а 
также амплитуды объемной волны.

Поле упругих перемещений пьезоэлектрического упругого 
полупространства представим в виде и = (0,0»С/ ։(х, у)ечоя). перемещение 

упругого электропроводящего слоя - в виде I/, = (0.0,{7{1’(х,у)е՜'“'), а 

электрический потенциал пьезоэлектрического полупространства - в иде 
ф(х.у)е՜'“.

Поставленная задача формулируется в виде следующих граничных 
задач [1]:

для пьезоэлектрического полупространства

Ьих + к2иу = 0. ДФ = — 
Е|| 

при граничных условиях

|21

4=0 ди, 
ду УД'О

ЭФ
-՝ Эу (3)

>--0

для электропроводящего слоя 
&и՝" + к;и՝" = 0, -1к 

при граничных условиях
(4)

ди՛,"
= 0.

ди՝"
Эх

15)= 0
и

При этом должны выполняться еще и условия контакта

(61

дЦ,
Эу

ЭФ 
0+е,5¥ 

у=0
(7)

Причем ку=<й/с1, С|=(С,/р|)/. где брр,- соответственно модуль 

сдвига и плотность материала упругого проводящего слоя.
т(х) = С,[  ̂

А Ф’

Э2 Э2
’ Д “ Эх2 + ду-

Далее, интегрируя уравнение (4) по толщине, получим

ди՝"
Эх2 ,..0 Э''

+м-,2(7;" = оь
<Г֊и\" ди՝"

где

^|>^)=Яу;п(х,.у)эу

" -л
Учитывая, что толщина слоя Л достаточно мала, предполагается

» С/^Сх.у), следовательно, (4) можно записать в виде
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т.е. уравнение (4) можно заменить уравнением |8), а условие (6) — 
условием

и‘|,(х) = {/,(х.О), 0<х<~ (9)
Теперь, имея в виду (1). введем функции

1У(х,у) = и,(х,у) ֊

Ф(х,у) = Ф(х,у) - Ао ^Це՜^0՝՜1 ’■ - е՜՞-' V’"’, 
6н ' '

н;“’(х) = 9(х)у;''(X). г. (х) = 0(х)т(х)

где 0(х) - функция Хевисайда. Тогда граничная задача (2), (3) с учетом (7) 
запишется в виде

ЭФ 
+С|<¥

ДИ7 + А2 И7 = 0, ДФ = —ДИ7, 0< у < °°. ~ °° < х < °° 
е,1

эй7
Ф|,,о = 0՛ •։Дх) = с+1 —

граничная задача (4|. (5) в виде
г/2И7'1’ 1
-т֊ + *Х" = ^"(0)5 (х)-—тДх) 

ах пи,
а условие контакта (9) в виде

И7"’(х) = И7 (х,0) + 9(х)Л(/‘°'• (х,0) = 0(х)И7(х,О)
Далее, применив к (10)-( 13) преобразование Фурье, получим 
г/’Й7 . , ,х_ </2Ф , /^Й7 ___
—— -(о -к'ПУ =0. ——-тФ = «՜ —֊Т--0-И7
<у՜ Лу \ <1у )

ЭИ7 
т.(о) = с44-^-

ЭФ 
Эу

• ф(<0=°

- а2 )И7<"(0) = -^4(0 -(<й/^(0)

Й7",(о) = Й7(о)-./ -
<(а + ст„) 

где

У(а)= |/(х)е“՝г/х, -оо<0<оо, а2=е1։/£и

Из (14) для IV и Ф получим
Й7(х,у) = - . ^(О) , е

Я\/<Г - к - А|а|

Ф(а,.у) =
е15 т, (о)

Вл/о2 - А2 ֊ А|о|

Если еще учитывать (16), (17), для определения тДа) 
следующее функциональное уравнение:

(10)

(И)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19) 

получим
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(a) + W (ff.O) -------- Л-^£/'"(0) - . . .
a _*i '(CT + aJ

(- ОО < о < co) (20)

где T.(<T) регулярна при lma>0, IV_(G.O) регулярна при Imae О,

— I°l —(a = a + /T). 7?(q)=/—.—К (a).
(a -AfK

a2-kf + (/։G1)֊i(b-7o2-*2 -Л|о|)

= Я------ В^2-к2Ш
Отметим, что выше имелось в виду условие уходящей волны, из 

которого следует равенство [2] л/(Х? —к' = —iy/k2 — а2 во всей 

комплексной плоскости a = G + /Т . Это означает, что действительная ось 
(Т = 0) обходит точку ветвления О = -к сверху, а точку <3 = к - снизу.

функциональное уравнение (20) можно решать относительно (О) и 

W(G), рассматривая его как краевую задачу Римана в теории 
аналитических функций. Однако здесь мы поступим иначе [3.4].

Сначала факторизуем функцию К(в). Поскольку K(G) —> 1 при 
|сг| —> ©о, то в силу известной теоремы [2] ее можно записать в виде

^(0 = ^(0) К_ (а) (21)

где КД(Х) регулярна при 1ш,(Х>0, и там не имеется нулей, а К. (а) 
ре։улярна при Ima <0. и там не имеется нулей. Причем

А\ (a) = exp Н, (а), К_ (а) = ехр Н_ (о) 
где ОО О

Н. (а) = I H(U}eMdU . HAO = | f^l^dU 
О —

Н(1Л= \\nK(a)e-,ajd0, -a><U<a

В выражении H(U) контур интегрирования обходит точки 
— к сверху, а точки СГЯ,СПД снизу. Точки ±ОП,±ОП являются
нулями функции

<р, (о) = Ву/О-к2 - л|о|. <р, (а) = ст - к2 + (/»G,) ' <р, (а) 

соответственно.
Далее заметим, что

|<т| _ (a-iO)' ՜ (a + i0)'z՜

а2-к2 о-к^ G + kt 

где
(о -(0)1,2 = ау2 -։<уу.2 . (а + /0)1/2 = ау2 + /а?.

аУ2(а) = 0(0)о'/2. аУ2(о) = 9(-о)|а|1/::

Очевидно, что аналитическое продолжение функции 
7(o-i0)/(а - к,) регулярно при 1ша<0, а д/(о + (0)/(а + <-,) регуляр­

но при 1ша>0, (действительная ось обходит точку С = -к1 сверху, а
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С5 = к1 снизу). Таким образом, факторизация функции /?(ст) проведена и 
она имеет вид

R (в) = Я+(СТ)Я_ (СТ) 
где

— (ст + /0)։/՜ — — (о —Ю)1/? —
ЯДст) = -1 /еда) КЛ(У)= ------ —хКЛо)

У/С44 + ) У] С44 \СТ *| )

Согласно формуле (22), уравнение (20) запишется в виде

R (оЯ _____ А,
‘( } ( ’ R. (а) с2 - к֊ R.(а) г(а+а„ )Л (ст)

Далее нетрудно видеть, что (23) можно представить в виде
_____ № (0,0) _

(ст) = R. (а)т. (ст) -£Да)= С. (а)- - = (а)
R. (с)

(22)

(23)

(24)

где

_ _ У^У^ла (0) + л,У^н (°„+^1)
* СТ КД*|)(о + Л,) + Ус7(а + а„)я;,(аД

_ _ , 1֊ (________ а-А,_________ '(о,, + А)
ЛДО) ,ЛоУс44^с_ .0)1/2^- (а)(а + а^ + ։(аД(а + ОД]

-/ 1Ги(о/ (а~'°Г + ’
՝ '4 •՝ Цо + £,)к_(а) К.(к,Ха +*,))

Как видно из (24), в левой части равенства стоит преобразование 
Фурье функции, равной нулю при л* < 0, а в правой части равенства стоит 
преобразование Фурье функции, равной нулю при х>0. т.е. 
1..М = Ь, (х).

Вышесказанное говорит о том, что £+(х) и £.(х) являются 
обобщенными функциями, сосредоточенными в нулевой точке. Известно 
[5], что функция, сосредоточенная в нуле, представляется в виде конечной 
линейной комбинации функций 8'*’(х) (к = 0,1...л) (8|։|(х)- 

производные функции Дирака 8(х) = 8'” (х) )■
Следовательно,

£Дх)=£(х) = £«18,։>(х) (25)
1=0

Применив к (25) преобразование Фурье в смысле теории обобщенных 
функций, получим 

п
£, (а) = № (а) = £ (-()* ала‘ (26)

*=0

Далее определим поведение функции £± (СТ) при СТ —> ±«».
Поскольку 1У(л,0) принимает конечное значение при л՜ = 0 . то 

Ж((^^«^(О.ОХ/Хст-Ю))՜1 при СТ -» ±«> ((ст-/0) ‘ =0ст)-1+7г5(ст)) 
Далее известно, что Т(х) ~ А/у/х при х —» +0 Это говорит о том, что 

Т,(СТ) имеет порядок о((ст + /0) при СТ—>±<». Если еще учесть, что 

/?+(ст) имеет порядок о((ст + /0) ՛*) , R (ст) - порядок О((а-/0)1/2) при
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a —> ±<x>. a E. (a) = 0(0 ') I.' I'՜’ = ՝) при ■? —> ±co , то для
L.(a) получим

Л։(а)~>0, Л_(ст)—»0 при

Следовательно, из (26) /..(a)- Е т՝::ом случае из (24) для

т, (a). VV (ст.0) получим 

£ (а) ֊
т (а)=-=------ . W(a.0) = £ <«>/? toi

/?, (°)

Если заметить, что <! — к1 не м >ж ri с-ь ь г vocom для W(C.O) , то 
можно определить £’/'(0) в виде

7<МС (а„)(։с44 + ИС,к, Л (/.,<')

Теперь приступим к исследованию функций И’. (л՜,0). W+(,v,0)

Имеем W (л.0) = f W (a,0k՜“"Л։
2л J

IV. (a.0) представим в виде (23|

VV (0,0) =
JcD- №______О? -A,-' -r(/iG,)

(о + /О)1՞ (о - к,)к, (о) ф,(О) (27)

Как видно из (27), функци: IV ■•՛ ■')» н-иозм'՝’кно аналитически 
продолжить в комплексной плеск«-•■« .... г -ку не 11 > аствует функция 
|о| Для этого представим И< (0,0) м та:.. . ՛. ш.\е чтобы к ней можно было 
применить методы функций компл«.:.': .в ременного Оказывается, что 
И'.(а.О) можно представить в виде

.у ( т =__________ а/,(а)Уо:-Ё_____________
Ё.(а)(о + /О)''2[(В2֊Аг)0:-В;А;] К,(с)|[?-Л;)о!֊В!(:!]

___________ /Ло)_____________
' ЛС,(о2 - к; )К, (а)(о ֊ /0)1/2 о2 ֊ к: у + с

֊ с44(7Р(0и,'/2 с44(а„+/:|)(а + А,)А։>
гАе/,(а)= а^Лап)(о + ап)

Тогда ИС (л,0) можно представить в виде 

^=т.'՝+^֊+'’

I = Г /,(ст)Уа2-А:е~'11<е/а______

' (о)(а + »0)' [(в2 - А2)сг - /1՜/;՜]

= Г /.(д)(п-Ю)1/ге-“Уст
2 1к.(0)[(«2-Л2)о2-Л2Аг]

/ = г[___________ Ш
'' 2. ЛС|(0г-<֊2)л-.(0)(а + Ю)1 о -А, о«-а„
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The present problem of vibrations of a shell is investigated on the base of the 
following hypotheses:

-The hypotheses of the magnetoelasticity of thin bodies [4] according to which
ea =e։ =<p(a»P»'). = e2 = v(a,P.') = =/(a,P,z) (2.1)

where h (/t։ ,A2,7t3), e (^։,e2,e3) are the inducted electromagnetic fields components,

<p,\|/,y are desired arbitrary functions, which must satisfy the electrodynamic equations, 

and the conditions on the surfaces of the shell Y = ±2J [41:

—The hypothesis of improved theory of anisotropic shells [1,3,10] according to which
/ \ dw h1 ( kx 4y2^

“՛ = “« + + + T y-

, x dw h2 ( Jt, 4y2]

W3 = ur = w (2.2)
where u(a,pj), v{(X,P,/),w((X,P,/) are the desired displacements of the shells middle 

surface, 0>(a,p,z),T(a,p,z) are desired functions which characterize shear 

deformations of the shell, k} = &։(a,p),Z:2 = Zr2(a,p) are principal curvatures of the 

coordinate surface aOP, (For shallow shells it is assumed that the k, upon 

differentiation behave as constants[l]), fl55 = G3fl44 = G23 are the elasticity 
coefficients, G3։,G32 , are shear moduli.

The equations of motion of the shell are [ 1,2,4)

dT} 

da

30 A/2 A/2 oZ*.
+ -^- = ֊ [*PK><*Y+ J kP-^T^ 

-h/2 -h/2

dT2 

dp da

mi w d2u
= ~ \kpK2dy + J kp —~֊dy

-Ml -Ml 01

, , dN. dN, d2w

dM. dH ■ h/r d2ua

dM2 dH *} d\
(23)

where k = (1 + Ar,y)(j + i2y) , T^S^N^M, are the internal forces and moments, 

p is the shell material density, ( is the time, pKt are the components of the "cargo" term 
for which we have generally [2,4]

pK(X,^1.^։)=[G,]-!֊|e + l^xJ?0 |xZ?0 (2.4)
c \ c dt J

B is the magnetic induction vector in shell, ,M2, w3 ) = w(wa, ) is the

displacement vector, c is the electrodynamic constant.
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3. The Equations of Magnetoclasticity for a Thin Orthotropic Shell 
Integrating electrodynamic equations with the account of the surface conditions

. .. h . h .
h, = /7, . when 7 = — and = h, , when y = - — , for n, we obtain [2,4]

(df A
/i, = -^֊+y^֊+֊֊vJ

4w2B„ du d2w 
. ' dt dadt ' ” dt J

, h2 + h, ( df 4 tic , 7 
/։, = ——- + y —-----------<n

2 'lap c

dv d2w
a^~bw'+cla- (3.1)

dt.

where

y2A2 y4 5ft4 y’ft2
C‘ = 77 ՜ 24 " 384 +48 *'

Then we have
f dtp BqA bJ f d2v L d’w 5’7 

°>e> = " V' +°2 Ip J՜ 7 [ar2 -b ^p7+C2°« todt) -

( o2u d2w a2®՝!
- CTV՝ ap7 ~677p7 + c,a” dfidt)

Thus, we have all the components of excited electromagnetic field in the shell, given 
by eight functions u, v, f and by induced magnetic field's values A, and

h2 on the shell's surfaces I y = ± — I .

Then from (2.4) for the components of the "cargo" term we obtain

a. B2 / \du 32>v 
p7=֊ M4֊֊

y(*1 7
2V 4 3

«55
<50 
a՝/՜

pA\=-֊-]B0<p+—
c c

^+k^: "Ï 
ot

32w yfft2 
ôpô/if 4

y 7h i, 7 
—+-—k, a, 3 8 2 I dt

(3.3)

Substituting the values of internal forces and moments, components of displacements 
and components of the "cargo" term in (2.3) we get the following equations of motion 
(1.2.4] ,
„ d2u „ d2u ? \d2v i, , \dw d2u
C"ôôT + C“ ap2 +(C^+C«)aa5p+(^tcit+A2cir)aa -P1’ g/2 ~

a, i B2 1՜ du h' / , , ô2iv /t։ , , ^11

- -t\D^ - vK -Ï# + + ï^(’-625A՛+ k^a- -7]}
d2v d2v 1 „ \ d2u i, „ , „ \dw , d2v

c22 + c№ + (C12 + C«)^p + {^22 + *>C|2) gp ֊ gt2 +

c

, dv h , , d‘w
dt 12՝ 1 ■/ôpSf

d2 h5 t \ ctV-(1.625^^,)^֊w

-(^jCh + k2Cn)~(k2Cn (^1 C|i +^k}k2Cl2 + k2C22)w
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= '(Д-kJylS^KAa^E.i-c,.)/ y]cu прн<р<ф„

л ՛;'■•՛ = 0 при ф>ф„
Г #Y՛ =_______________.4d„+/iG,(A,2-S;)______________

W.-8. " (AG,) 'а„(л2 - В2) + (а2-52)(А-25„AG,)-25;A

Если к, =а„=5„. то А1[л֊'=т,(-оп)а/(а:-В2). А1;х-’=0 при 

Ф < Ф„ = ф„. а при ф > Фо = Ф„ Л', = 0
Поступая аналогичным образом, как выше, для И^г.ф) 

я/2 < ф < Я получим

i ~   д* "М
Иф-.ф)=— J ИЧа'г.ф)

2ЯД Л + Л,։ х+Х,
А)/-’ 

х+х„
e^dX+iA^-'e^

при

(311

где
__ cJg, - /ОК. (G-,)(я G + b) de,
ичо2.ч>)=------------т~——/ ■;֊—՛------------------------------- \-зг

(g , + g„ )[hG{ (а; - к;) + B-Je2 -к՜ -Л sgn(X֊A' sin <p)G?) «К

С = ֊ Лб,/[к.(֊А,)К (-а„• а2<^-) = ^|со5ф| - /Л2 -к՜ sin ф

«Ь (А, ) = -<*»• СТ2(^,,) = °Л
А!/- ’ = -iCy/^K, (а„ )(Л - «а„ )[/iG, (а; - к; )]՜'

д1-Ч. = (а„)(^-а8К)у]в-,-к2С

(». - 5„)(V5n ֊ (А ֊ 2ЛС.5,)- Во J

А!)-’= т։«5„)а/(а2-В2) при я/2+у0<ф<п ,

А()-՝ = 0 при п/2 < ф < п/2 + у„,

где 4'0 = arctgA/a„. А/а„ < 1
Получим асимптотические выражения для функции перемещения 

W(r,<р) с помощью метода Лайтх1Ъ\а |7]. При этом оказывается, что когда 
х> 0 , функция W(/\<p) имеет следующее асимптотическое разложение:

ц/(Лф) = ֊^-ь+ (32)

yjr г՛
1 « -

+ с4—7=е":"/л-‘,“г՝9՝ -ИА'^-'е”-' +1А՝-х-'ел-' +О(г՜2) при 
4-\/я

а когда х < 0. имеем
^(r,v)=^£2^-2^-e'<‘'»nW4>+i^^2^+M<xi)^ + 0(r-2) (33 

л/Я л/г г՝՜ л/я ГУ~
при Г —> ОО
Здесь выражения искомых постоянных bi,ciiai,bi,ci,al и< 

приводятся
Переходим к обсуждению Ф(л*,у)- Применив обратно« 

преобразование Фурье к (19). получим
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е., 7 т (в)«?՜’®՜101’’
Ф(Ау) = т-у-И/(х,у) + —,----- — с/а (34)

2ле„ 2яе„1в7о--А:-Л|а|

Поступая как выше и используя работу [6], дли Ф(л\у) при л՜ > О 
получим следующую асимптотическую формулу:

Ф(д-.у) = ^֊И/(х, У) + —- е'՞-7" + (35)

+__________лс.е, д (5„)убДь - «о, )7б; - __________ е,а֊4, +
(м*. «>.. )(о„ - б„ )(л76.-** 2 3 -в5» - 2/|С>5 6 7.

______________Ве^^к^К^Ь-ак)____________  

ке^КАк^К.^^с^-к)(кг74-г-к֊-кг„А)' |лГ

а при х < О

ф(г.у) = _^тт.у)+£1£
2я£„ е„ вС'-АфГ'-к2 е„п А'-к^

ll “+O«‘4<O«v I
е՝ т. (0)2/sin <р 1

х Wv: + Вк 7

где Z„ = |cos<p| + isin<p. Zo =|cos(p|-isinq>
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