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ПЛАСТИНКИ ВО ВНЕШНЕМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ
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Լ Վ Վարդանյան

Արտաքին մագնիսական դաշտում լողացող հոսանթակիր սափ տատանումները

Սաբակ մարմինների մագնիսաաոածդականաթյան վարկածի հիման վրա ուսումնասիրվում է 
հոսանքակիր տպի մագնիսաաոաձգական տատանումները: Սալը ցանվում է արտաքին մագնիսական 
դաշտում, որր առաջանում է սալից որոշակի հեռավորության վրա ցանվող կիսատարածության 
մակերևույթով հոսող էլեկտրական հոսանքով:

Որոշված են ցոգոված էլեկտրամագնիսական դաշտի բաղադրիչները Ստացված է սափ 
մագնիսաաոաձգական տատանումների հաճախականությունների որոշման բնութագրիչ հավասարումը: 
Այղ հավասարումը ուսումնասիրված I տարբեր մասնավոր դեպքերում:

L.V. Vardaninn
Vibration of current-carrying levitation«! piate in external magnetic field

В настоящей работе нл основе гипотезы магнптоупругости тонких тел 
|1| рассматриваются мапштрупругие колебания токонесущей пластинки в случае, когда 
внешнее магнитное поле создается при помощи электрического тока, протекающего ио 
поверхности полупространства. Получено характеристическое уравнение относительно 
частоты магнитоупругнх колебаний пластинки Определены компоненты возмущенного 
электромагнитного ноля Рассмотрены одномерные колебания пластинки, когда пластинка 
находится вблизи полупространства и удалена от него.

1. Пусть упругая бесконечная пластинка постоянной толщины 2/г 
находится на расстоянии / от поверхности полупространства. Пластинка 
служит проводником равномерно-распределенного электрического тока 
плотностью /0 = const.

Упругие и электромагнитные свойства материала пластинки харак
теризуются модулем упругости Е, коэффициентом Пуассона V, 
плотностью р, электропроводностью Ծ. Магнитная проницаемость 
пластинки. магнитная и диэлектрическая проницаемости среды, 
окружающей пластинку, принимаются равными единице. Токи смещения 
в пластинке пренебрегаются.

Декартовая прямоугольная координатная система (хцХ^.Х^) 

выбирается так, чтобы плоскость Х|ОХ, совпадала с срединной 
плоскостью пластинки, а ось ОХ, - с направлением электрического тока в 
пластинке. В выбранной координатной системе полупространство 
занимает область х, < -/ - Л. По границе х5 = -/ - h полупространства 
протекает поверхностный электрический ток в направлении оси ох,. 

с поверхностной плотностью .
Пластинка находится под действием магнитного поля //„. Магнитное 

поле Но состоит из собственного магнитного поля, создаваемого 
электрическим током Jo в пластинке и из внешнего магнитного поля,
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создаваемого поверхностным электрическим током .
Решая соответствующую задачу магнитостатики, найдем |1|, [2],

-*L(2hjo+f\ 
С

х2 > h

ню = - — (2*։Л+У|). |х,|<Л (1.1)
С

С -h-l < х, < -Л
Задача рассматривается в рамках линейной теории упругих пластин и 

гипотезы магнитоупругости тонких тел [3),(4|. которая при указанных 
предположениях аналитически записывается следующим образом:

Эщ т, dw j ли.=и-х,—u,=V-x,—, нд = и\х, ,x.,z)1 Эх, 2 2 дх2 ’ V 1 - (1.2)

е, = <p(x,,x։,f), е, = ф(х,,х,,1), h, =/(xt,x2,l)
В (1.2) «|, и2, и, - компоненты вектора перемещения произвольной

точки пластинки, и,И -тангенциальные перемещения точек срединной
плоскости пластинки, щ - нормальное перемещение, е,,е2-тангенциаль
ные компоненты вектора индуцированного электрического поля. Л, -
нормальная компонента вектора индуцированного магнитного поля в 
области, занимаемой пластинкой.

В области, занимаемой пластинкой, имеем уравнения электродинамики.
в которых ток смещения пренебрегается по сравнению с током 
проводимости. Во внешней области имеем уравнения электродинамики 
для вакуума. Из уравнения электродинамики в области, занимаемой 
пластинкой, с учетом (1.1), (1.2) имеем:

4 па
дх2 Эх5

2п
7՜

dw 
hi

dht of _ 4па
dxy dxt сс

dh2 dht _ 4тга 2n, / ди Э2И'^
dxt дх2 с 2 с2 2^° I Э/ ’ dxydtj

Эф Эф I df
дх, дх2 с д1

dq> + + йе, _ 4я
Эх, дх, дху £

(1.3)

где р —плотность электрического заряда, е—диэлектрическая прони 

цаемость пластинки.
Компоненты Л, ,h2e3 индуцированного электромагнитного .поля опреде

ляются из уравнений (13) в следующем виде:

Л, = К +/|Г
2

df 4 па
дх2 с

h2=^h 
2

8п2а . dwтга . см 1 , ,df 4паУ
-r-Jn—Рй-Л + —---------- Ф +с2 ° dh ’ 1 дх2 - 1с

с д (+ h2
4па Эх,

д (Л,’ + Л,՜ 
&Д 2 )

Эф Эц/ 4п . d2w
Эх, дх2 с2 дх,д12
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2 л аг1г I 2 2\ 2 л<ди
----гЛ-------(Зх, -А I + —г-(2х,;п + I.)—■

с2 ° ах,аЛ ’ 7 с2՝՝ 370 7|'аг
2л ои

(14)

где /?!*,/?! ,Л,+,Л2՜ - значения компонентов Лр/^ при X- 
соответственно.

Плотность электрического заряда определяется из последнего 
нения системы (1.3) с учетом (1.4) в виде

= ±А

урав-

. ди
1о я.О1

д2Ы
дх՝д։

15)

Объемные силы электромагнитного происхождения с учетом 
(1.2) и (1.5) определяются по формулам (3)

(1.1).

2л , 
— (2л'з7о +Л 
с

дг\у
-X.----------
дх}д1

. ди /- . . ՝ а3 IVЛ^֊(3х,7о+Л)^].

2 ла 2я думга. .1 2л֊ аж | /„ , —(2*з7о + 7>) Ф + — (2х։7о + 7))— +—
с о/ I са/ (1.6)

Я’=-& 
с

с
Осредияя уравнения (1.3) путем интегрирования по х3 в пределах 

—А до А и присоединяя уравнения движения пластинки, с учетом (1.4), 
(1.6) получим следующую систему уравнений для определения функций 
<р, ф> /> «, V , И'. А,4, А.՜,

Эф а<р 1 д/
дх} дх

дх, с

с д!
2 л . ЗиЛ 
с7՜7՛ аЯ

д/ 4 па АГ - А. — +----- ш = —------ -
Эх, с 2А
л; -а;

2А

ол3 и> + 2рА = ֊ 7„ (л; + а;) + — 
д։ с ՝ ' с

а2

4лаА .

с з ах.
а»г а 1 а’»՛ 
а7 + Т дх2д/

а2<р а:ф
дх, дх,дх

дх,дх2 к

Я 2А2 а’и՛
ас2 ° дх2д!

а

3

32л2аА5 ., а2и՛ 
+ 15с4 7о дх'д։

д2и 1-у а2» 1 + у а2г р(1~у2)^г» 
дх2 2 дх2 2 дх^дх, Е д12

ч 2ло(|-у:) Г_с д_(и; +а;Г а Га;+а,՜^_Гд<р ац>. за2]
с2Е (4лас!Х|\֊ 2 ) 8х2 I 2 7 1ах, дх2)'1՝> 3 /

д2У 1-уа2Г 1 + У д2и р(>-՝'2)а2Г 2А .
г- 4-------------т- 4------------------ =------------------1-------- (1.7)

дх2 2 дх2 2 8х,дх2 2 д!2 с

2еи2 , д2 д2
В (1.7) 72 = -)-------и. Д = —у + —Г

з(1-у՜) дх2 дх2 
Систему уравнений (1.7) необходимо решать совместно с 

уравнениями электродинамики .для внешней области, окружающей 
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пластинку, при граничных условиях на поверхностях пластинки 
х2 = /1,х2 = -h и условий затухания на бесконечности (х, -> +со) Эти 

граничные условия согласно [5] имеют вид:

Л] = й։(г), Л2 + —JOM\ Л3 = Л^, е։ = е։(<), е2 = е\‘} (1.8)
с

Здесь е = \ при Л<х3>е = 2 при -l<xy<-h. Полученная система 
уравнений не замкнута. Для замыкания этой системы принимаем, что 
значения компонентов индуцированного магнитного поля на
поверхности полупространства х3 = —/ — h равны нулю, то есть

Л1(2)(-/-Л) = О, й<2)(-/-й) = 0 (1.9)
2. Представим решения системы уравнений (1.7) и уравнений 

электродинамики для внешней области, окружающей пластинку, в виде 
плоских монохроматических волн

Q = Q„ exp- к,х, - k2x2), Qo = const

g(c) =Sj')fa)exp։(®t-fc|Xl ~кгхг) <21>

где Q,Q{'} — любая из искомых функций, входящих в уравнения (1.7). и 
уравнения электродинамики для внешней области соответственно. G) - 
частота магнитоупругих колебаний. к}, к2 - волновые числа.

Подставляя (2.1) в систему уравнений (1.7) и уравнений 
электродинамики для внешней области, получим обыкновенные 
дифференциальные уравнения относительно gj^(x3)(e = 1,2). Решая эти 
уравнения и удовлетворяя граничным условиям (1.8),(1.9) и условию 
затухания на бесконечности (х3 —> +со), получим систему
алгебраических уравнений. Из условия равенства нулю детерминанта 
этой системы получим следующее характеристическое уравнение 
относительно частоты магнитоупругих колебаний пластинки:

, 2 8яЛ ,2(, k':h2 iak2h‘ Апакок,/!՝}
Ык? + к2] -2рЛш2 = — d 1—։— + —1-----------------г— +
u 21 с2 Ч з 4 па 15с2 )

+-Гг-----------------Я֊՝--------------------- 7----------- Я 2Л0 - th v0Z)x
с [8ncr/iv0 +кр(1 + thv0/)j2/։v;2 + v0(l + thv0/)J

x[2M2(4na-i«։)-vo(8n0/2Vo + zw(l + thv0/))]/0 -

-&nahk'2 (2hv0 +l + thv0/)/l + [2/iv;, + v0() + lhvtl/)]x

2Л.2Л’ . u л (, k2h2 V ,, u л 
X —1—7o(i-thvo/)֊l 1—ly֊ b,(l + thv0/) ia> (2.2)

2 ,2 ®2 2 ,2 ,2 4пот<о
где у$ = к[ + к2 - -ч-, У[, = к, + к2 +----

с ' с
Определяются и остальные искомые величины. Приведем некоторые из 
них

]6n2<3whk2jlw(1
с’[2Лу22 +v0(l + thv0/)]

16л20/ш/1[2/гУоу2| + Vqi(1 + thy „ /)]/’, % 
с2 [8na/։v0 + 2со(1 + thv0/)pAv22 + v0 (1 + th v0Z)]
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, Г 4л . (, 2 лот® / , , 3
*02 = — Jo 1------֊(«э -h +

L c \ c J
8я2а/®[2ЛЛ2 (4ла - /со) - v0(8na/iv0 + ico(l + thv„/))]

c3[8nov0A + ico(l + thv0/)j2ftv2, +v0(l + thv0/)]

x [x։(l + thv0/)+ ft(l-thv0/)] (2.3)

, , 2 to2 2 ,, 4лако
где v2, = A,-----r, v„ = k +----—

c c
3. Рассмотрим задачу в случае, когда упругие и электромагнитные 

возмущения не зависят от координаты Х2(к2=0). Тогда характерис
тическое уравнение (2.2) имеет вид:

Г,, 4 , 2 8лй А2Л2 imk2h2 4wria>kfh‘
Dk! - 2pW = — j2 1 - -J— + —!------------—/— +

c l 3 15с J
(3.1)

Г] _ k2h2 8л2асо2Л/, [/,(1 + thvol/) + 2Ау0(1 ֊ thv01Z)]
( 3 J c4[8naftv0l+։a>(l + thv0/)]

Здесь рассмотрим частные случаи.
а) Пусть расстояние пластинки от полупространства стремится к бес

конечности, то есть / -> -ко
Пренебрегаем в выражении для v0| членом <о2/с՜ по сравнению с 

к2 и принимаем допущения, имеющие место в теории магнитоупругости 
тонких тел:

k2h2 «1, |i®|«4лаМ, (3.2)
Тогда характеристическое уравнение (3.1) в силу (3.2) можно представить 
в следующем безразмерном виде:

f1+_2zLk>+1_^L=o
k phc kJ pc

гд^Л, П=-*“- (3.3)

2р* Q,
Из уравнения (3.3) следует, что частота упругих колебаний пластинки 

определяется по фсргауле
|AAt(pc2n2 -4л}2)

Л — «I . ,
QCI ]j phc k,+nj2

(3.5)

б) Расстояние пластинки от полупространства стремится к нулю, то 
есть /—>0. тогда характеристическое уравнение (3.1) в силу (3.2) пред
ставляется в следующем безразмерном виде:

1 +
2pftc4/t| 7

-¥г = о 
рс՝2По

(3.6)

п 'ы где Ч = —

В силу (3.5) решение уравнения (3.6) представляется формулой
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j q = _L I 4(pcZQ^֊4<r

v pAc<*i + ’У। O',+2Л/о)
Сравнение решений (3.4) и (3.7) характеристических уравнений (3.3) и 
(3.6) показывает, что

АА = V2/„fi (3.8)
если имеет место условие

Ji »(3.9)
4. Колебания не зависят от координаты х}(к} sO). Тогда характе

ристическое уравнение (2.2) принимает вид:
_, л _ . , 8пАDk, -2pha>2 = —Ji -

С
3Tt2<5iu>hj\[2hVnj (\ - thv02/) + (2hk22 -в уи(1 + thv02Z))y,]

сфМг +v02(l + thvOT/)]

2 , ■> СО2 2 , 2 471010)
в (4.))vJ2 = к; --у, v22 = к; +—— 

с' с՜
Рассмотрим частные случаи.
а) Расстояние пластинки от полупространства стремится к бесконеч

ности, то есть / -> +со, и пренебрегая в выражении для v02 членом 
(is2/с1 по сравнению с А2, характеристическое уравнение 
представляется в следующем безразмерном виде:

0’ + а„02 + (1 - j2 /j2 + а, )G + а0(1 - / j2) = 0 (4.2)

■ А ГрЗдесь J, =----- .------ критическая плотность тока, получаемая при
2 У 7Г

статическом подходе
0_ л _к2(\+к211)с2 п*2(1 + ЛА2);2
и — —, , а. =------------ ;-----

О0 4яоЮ0 р/тсО'
Уравнение (4.2) совпадает с уравнением, полученным в |5). Согласно (5| 

выражение для критической плотности электрического тока в пластинке 
при динамическом подходе имеет вид:

. I, Зл(1-у2)(1 + <,Л)/2

7"=лГ~^г—
Формула (4.3) показывает, что протекающий по границе полупростран

ства электрический ток /, приводит к увеличению критической плот
ности тока в пластинке. Указанное влияние существенно зависит от от
носительной толщины пластинки, то есть величины к 2 И .

б) Пусть расстояние пластинки от полупространства стремится к 
нулю, то есть /->0, тогда характеристическое уравнение (4.1) 
приводится к безразмерному виду:
0’ + 6О02 + (1 -у2/ /.2+—Г1 + 6^0+/>о(1-Уо/;?) = О (4.4)

А2(1 + 2М2)с2 пА2(1+2М2)/2
Здесь Оп =------------------- , и, =----------- г--- ------

’ 8паЮ0 2р/1сП0
Как в предыдущем случае, легко убедиться, что для критической 
плотности электрического тока в пластинке при динамическом подходе 
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можно получить следующее выражение:

. _ , М + , М1-У2Х1*2*МЛ2

8/. 64/? 2£(М,)’
(4.5)
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