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Ա 11. Խաչատրյան

Սալերի ոչ սիմետրիկ աոաձգականության տեսության շուրջ

Որոշ ոչ ավանդական նյութերից պատրաստված սալերի ծոման խնդիրներ դիտարկեփս, առաջանում է 
ոչ սիմետրիկ առաձգականության տեսության շրջանակներում մոմենտային լարումների հաշվի առնելու 
անհրաժեշտություն |1-3|: Այս խնդրի եռաչափ ւուծումը կապված է որոշակի դժվարությունների հետ: 
Այստեղ ոչ սիմետրիկ առաձգականության տեսության եռաչափ խնդիրը երկչափ խնդրին բերելու ես մեկ 
փորձ է արվում [-1. 5); Ընդ որում, ի տարբերություն | 5|-ի այստեղ առաջարկվում են հիպոթեզներ, որոնը 
տափս են ոչ միայն ծովող սալերի այյ նաև հարթ խնդրի դիտարկման համար ամփոփ արդյունքներ

А.Л. Khachatryan
On the Non-symmetrical Elasticity Theory of Plates

При рассматривании задач изгиба пластин, изготовленных из некоторых 
нетрадиционных материалов, возникает необходимость учета моментных напряжений на 
уровне несимметричной теории упругости |1-3|. Трехмерный подход к решению этой 
проблемы связан с некоторыми трудностями. Здесь делается еще одна попытка сведения 
трехмерной задачи несимметричной теории упругости к двумерной задаче пластинки |4. 5] 
При этом, в отличие от |5], здесь предлагаются гипотезы, которые дают корректные 
результаты не только для изгибаемых пластин, но и для рассмотрения ։1лоской задачи

1. Рассмотрим пластинку постоянной толщины h в декартовой 
системе координат . Пусть срединная плоскость пластинки
совпадает с плоскостью координат хОу (з = 0) . Пусть пластинка 
загружена поверхностными нормальными силами, приложенными. к 
плоскостям z = ±Л/2 так, что

Л у, h 7
при 2 = շ (X. - при : - - - ծ . - -

л հ
при z = ±— = Ц.. = р., = ц., = О П.1)

где а 1к ■ силовые напряжения, - моментные напряжения.
В основу предлагаемой теории лежат следующие гипотезы, которые в 

некоторых случаях совпадают, а в некоторых случаях обобщают 
известные гипотезы и представления уточненной теории пластин (4):

а) нормальные к срединной плоскости перемещения и, и повороты 
относительно координаты z не зависят от z , то есть

«. = «= = ч'з(1-2)

где W - искомое нормальное перемещение, \|/5 - искомый поворот 
относительно координаты z ;

б) касательные напряжения Ծ.։ и Ծ по толщине пластинки
меняются по заданному закону

20



ст« =/(Ф1(*.у)- ст,„ = /(г)ф2(х,у) (13)

где ф, - искомые функции, характеризующие поперечные сдвиги; /(г) - 
заданная функция, в частности, в последующем принимаем

(1.4)

в) повороты й) Л и со р относительно координат л՜ и у 
соответственно, имеют структуру поворотов, определяемых по уточненной 
теории 

Ст ох
(1.5)

где ф, - искомые функп; и. характеризующие повороты относительно 
координат х и у ;

г) нормальное напряжение (5. пренебрежимо мало, моментные 
напряжения достаточно малы и при необходимости, как и

а. , могут быть определены из уравнений равновесия с учетом условий 
(1.1).

2. В выбранной системе координат для силовых и моментных 
напряжений имеем (2,3)

ст„ =(ц + а)у,/+(|1-а)у(/+куы8„
(2.1) 

ц= (у + е)х„ + (у - Е)х>, + РХиб„

где для тензора деформаций и тензора изгиба-кручения имеем

Уу/= “/э՜ ем X,. ="1֊, (2-2)

(суммирование по к )
далее, р = £/2(1 + у) , X = у£/(1 + у)(1 -2у) - постоянные Ламе; Е- 
модуль упругости; V - коэффициент Пуассона; а,у,е,Р - новые упругие 
постоянные ( р,Х,£,а - МЕ՝Т՜2 , у.£,р - МЬТ՜2 ); и, - искомые 
перемещения; 8 - символ Кронекера; - тензор Леви-Чивиты

Уравнения движения в напряжениях запишутся следующим образом 
[2.3]:

стл, + X, = ри, , е„։ <т„ + , + X, = Ло, (2.3)
где р ■ плотность материала (МЕ2) ; ./ ■ динамическая характеристика 

среды (МЕ՝ ) ; X,, У, ■ составляющие массовых сил и массовых 

моментов.
Согласно (1.2) - (2.2), для тангенциальных перемещений какой-либо 

точки пластинки имеем
Зи' 4(г) < о \

и։ = и-г— + ——(ф, +2аф|) 
дх ц + а

дм 1Лг) / _ \и =У-г — + (фг +2(хщг) (2.4)
ду ц + а
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где м(х,^) . у(х,у)- искомые тангенциальные перемещения срединной

2 ГЛ2 г2 
плоскости пластинки, /0(2) = —----------

2\ 4 3
Таким образом, благодаря принятым гипотезам, трехмерная задача 

несимметричной теории упругости свелась к двумерной задаче, то есть к
определению восьми "двумерных" функций: //»У.М’.ф,,(р2,ф։ЗИг>Ч,з •

Подставляя в (2.1) значения у и с Учетом (1.2), (1.5), (2.2) и
(2.4). для искомых напряжений (наряду с (1.3)) получим

д2м 
дх2

֊(ф, + 2а\р,)+у^-(<р; +2аЧ';) 
р + а & ду

„(бу ди ( д2ы Э!՝Н
ст= В<— + у------ ’ —- + у—г- +” [Эу дх [бу2 дх2 )

1а(г) Г Э , _ . Э , „ .
+—----- —(<Р3+2ач<3) + У —(<Р,+2а՝1',)

ц + а [ ду дх

(2.5)

При определении этих напряжений, согласно предположению г), 
пренебрегли напряжением .

Далее имеем следующие несимметричные силовые напряжения:
/ / л 3«) л Э2 И' _

ст =(р+а! — + 6— -V’—■ -2ац/3 + 
ох ду) дхду

+ /«(*)
д дтЧ<Р2 +2ау;) + 0 — (<Р, +2ац/|) 
дх ду

, 1 ди .дч ) „ Э2и՛ _
% + + Г2^Т^7 + 2аЧ') +

^Эу дх} дхду

+ Л(г)
д д— (ч>, +2ач<,)+0 —(<р2 +2ау2) 
ду дх

гл лО3=/Н 0<Р, +--------V,
к ц +а

/(г)( 0<р2 +-^֊Ч'2 
к Н + а

(2.6]

(2.7)

Для моментных напряжений получим

дхду [ дх ду

дхду ду дх
(2.8)
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(29)

(2.Ю)

Напряжения (2.5)-(2.10) в поперечных сечениях пластинки вызывают 
внутренние усилия и моменты, которые на единице длины срединной 
плоскости пластинки запишутся следующим образом: тангенциальные и 
перерезывающие усилия от силовых напряжений

Зу диди дч ] ( ду ди
" [дх ду) № дхду дх

£,, = (м + г+ет г2аАфз\дх ду)

5„ =(ц + а)Л| |^ + 9— | + 2аЛц/։ (2.11)
^Зу дх)

.. Л3 (- 4ца А3 (л 4 р. а
^„=— 9ф,+------- у, , АГ =— 0ф2 +-------- Ф2

12к ц + а 7 121 ц + а у
Изгибающие и крутящие моменты от силовых напряжений

м" =-°(аг+ +2ач,')++2аЯ|
м„ ~ иГ~) 1;(ф2+2а՝и2)+՝,^(<Р| +2ач'>)! <212)

[Э/ дх 10(ц+а)|_Эи дх

„ а3 к а2и> а2Гэ, п ч о Л1
Я, =------^2ц-------------- —(<р,+2ач'2) + 9 — (<р, + 2а\|/.) 1" 12[ дхду ю[ае ՛ г>/ ՛']]

/г [ д и'
— <2н------
12 [ дхду

~ -^(ф, +2аЧ'1) + б2;(ч>г +2аЧ'г) 
10 оу ох

Суммарные кругящие-изгибающие моменты от моментных напряжений
д2wРа=2уЬ^^\{2у+^.р^.' 

“ дхду 12 Р 1 дх ду

92 и> Л3
= -2уИ------ + —

№ дхду 12
(2у+Й^-Р^- 

ду дх

32 и՛
= -(у + Е>

д2™
1^՜ 12 I дх ду )
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-П^ 
дх .

(2.13)
п ։ \, д՜™ д2™ к*
R = (у + е)Л —г - Л—5-------- 14 ' ду2 дх2 12 < ду

б„=(г + ф^-. 2„=(г + е)Л^-
Здесь введены следующие обозначения:

В = -Ау, й = М.0 = Ег£>Т1 = Г^ 
1-у 12 ц + а у+е

(2.14)

где 0 и Т| - новые безразмерные величины типа коэффициента 
Пуассона. Кстати, как показано в [6], диапазон изменения Г]
-1 < Г| < 1 . Полагаем также, что 0 - положительная величина, меньше 

или равно единице ( 0 < 0 < 1 ).
3. Осредняя уравнения движения (2.3) по толщине пластинки, после 

очевидных преобразований с учетом (1.1), (2.5)-(2.13), получим полную 
систему восьми дифференциальных уравнений относительно восьми 
искомых функций, с помощью которых определяются все расчетные 
величины задачи.

пд2и / д2и
В —г + (и + а)—- + (В - ц - а)——■ + 2а —— = р —г дх2 'ду2 ' дхду ду д/2

ад2у , хд2у , хд2и _ д\у, д2У
В—т֊ + (ц + а1—т- + (В-|л-а)---------2а—— = р—т-ду2 У дх2 ' 'дхду дх и д։2

2а -
д/2

В^Ди'-7^1д(<Р| +2аЧ'|) + |——->]х 
дх 10 чц + а )

д2 , „ . д2 , „ .
— (<р, +2ач/,) + —— Ч>2 + 2ац/2) 
дх дхду

д ’и1
+ <Р1=Р^

д I ( В \
В —■ Аи<------ д(а>, + 2аш,) +  ---------- -1 хду 101 ^2> 1ц + а )

'д1 , „ \ д2 , Л ՝
—у(<р2 +2ац/2) + ——(<р, +2ац/,) 
ду дхду

д Зи> 
+ф2=р^

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

X
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д , й2 л
— Ди՛------ Аш. +дх 12 Т|

а2ч>, а2у/
ду2 дхду,

2а(<р, - 2цч'|)1 У д2 ( дм Л2 

(ц + а)(у+е)] у + Ед12\дх 12 у

(3.7)

д д Л2
֊Д»'-— ДЧ'2 +
ду 12

д2У2 д2ф,'

дх2 дхду

2а(<р, -2цф2) ./ д2 (дм И2 1
(ц+а)(у+е) у + е д/2 I 12 1<;>

(3.8)

Рассматривая систему уравнений (3.1)-(3.8), замечаем, что первые три 
уравнения (3.1 )-(3.3) отделяются, составляя полную систему относительно 
трех искомых функции ц, V. ф,, представляя собой уравнения плоской 
задачи несимметричной теории упругости [1-3]. Остальные уравнения 
составляют полную систему отн. сительно пяти искомых функций 
И',ф1.ф2,ф1,ф2 и описывают задачу изгиба пластинки по 

несимметричной теории упругости.
К этим уравнениям должны быть присоединены граничные условия на 

торцах пластинки и начальные условия.
Приведем некоторые граничные условия в случае изгиба пластинки для 

края х = О
Свободный край: Мх։ = О, М։. = 0, = О

Заделанный край: и,| =0, » | =0, и' = 0
•'(7-0

Шарнирно опертый край: Л/лт = 0, =0, ч> = 0

Здесь мы привели лишь осредненные граничные условия. Безусловно, 
возможны и другие варианты непротиворечащих граничных условий.

4. На основе предложенной здесь теории рассмотрим некоторые 
модельные задачи по изгибу пластинок.

а) Расмотрим изгиб прямоугольной пластинки (а х Ь) . шарнирно 
закрепленной по всему контуру, под действием распределенной 
нормальной нагрузки

2* + 2՜ - 2 = —БШ —
а Ь

(4.1)

имеем следующую систему уравнений равновесия:
дф! , д(р, 
дх ду

+ 4ра
дх ду

-~(ц + а)2

В — Ди՛ - — ] д(ф, + 2аш.) + [ —— - 11 х 
дх 10 [ ՝*՛ 1И+а )

X

2 ^2
-(ф, +2ши,) + —-(ф. +2аф2) [ + Ф,=0 

ах дхду
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B-bw- 
ду

-lx

‘а2 , „ , а2 , „ .
—т(<Рг +2«Ч';) + —(<₽, +2«^,) 
ду дхду

д д bi1
-txw-— Ду,+ 
дх 12

2а(<р, -2цф,) 
(ц+а)(у+е)

8 л лДи, д։|/ +
ду 12ay

2a(q>? -2цч>;)

и граничные условия 
при х = 0, х = а 

при у = 0, у = b
Решение системы (4.2) 

. их . пу 
w = wn sin — sin—

0 a b

+ <p; =0

ду2 дхду

дЧг d2t|/,' 

дх2 дхду.
(4.2)

w = 0, Ми = О, Rx> = О 

и» = О, Л/>у = О, R>x = О 
ищем в виде

(4.3)

X

= 0

= 0

. КХ . Tty nx . пу
<p. = Ф. cos— sin — , ip.=4'lcos—sin —

ah a b
(4.4)

. . nx ny . nx ny
ip, = Ф, sin — cos—-, 4/2=%sin — cos—

a b a b
удовлетворяющее всем граничным условиям (4.3).

Подставив (4.4) в (4.2) и решив полученную систему, окончательно 
будем иметь

ф Лф = 6?/2 2а+(5ц-7а)88,
1 а 2 nah' 2а(1 + 128) + (5ц + 7а)88,

т ЛЧ' = 6g/" a4-6S(p + a + |xS,)
1 а 2 na/i3).i 2а(1 + 128)+ (5ц + 7а)88,

g/4 [,|S _ я 24 + 8,(26 + 78,) ]
"°՜ ՝4л'О[ ' а1՜ 2а(1 + 128) + (5р + 7а)88, J

Здесь введены следующие обозначения:
2 2a2b2 n2Bh2 у + е

a2+b2 ' 5р/2 Bh2
(4.6)

в) Чистый изгиб пластинки-полосы ширины а , длинные стороны 
которой закреплены шарнирно и вдоль них действуют изгибающие 
моменты Ми = Л/о . Здесь все искомые величины не зависят от 
координаты у , отсутствует поперечная нагрузка (Z = 0) и 
ф2 = \|/2 =0 . Поэтому система равнений равновесия (4.2) упрощается, 

принимая вид
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(|.1-а)ф' + 4цау' = 0

Вм"'------ -------- г(ф" + 2аф") + ф = 0
10(м+«)

ф" + /------ ----------\(<р-2МЧ/) =012|/ (ц+а)(у+е)^ ՛

Граничные условия здесь следующие:
при х = 0, х = а Ма = Ма, Л„, =0, щ = 0

14.7)

(4.8)
Интегрируя первое уравнение системы (4.7) и учитывая, что 

перерезывающая сила Лг„ (2.11) равна нулю, будем иметь

ф =---------- ф (4.9)
ц-а

Далее из последних двух уравнений системы (4.7) исключив и' и
учитывая (4.9). относительно ф -.учим следующее дифференциальное
уравнение:

ш" ֊ Х2ш ֊0 X2 ֊ 2^а0 + 125) 5 -
Ч' И ~ ВЛ2(5р + 7а)5՛ 5՜ ВЛ2

Таким образом, имеем

(4.10)

Ф = С,е
4ц<х ( х, х,\ 

Ф =----------|С,е + Сге ;
р-а

(4.11)

Подставляя значения ф и ф во второе или третье уравнение системы
(4.7), получим

Щ՞ = — ( - —1(с,еи + О՜2֊1)
ц-а1 В 5 Г ' * ' (4.12)

откуда
Щ = . “ (- — ¥’,<?*’ - С,еЧ)+ С3х2 + С,х + С< (4.13)

(р-аХ^В 5 / 1 ■ ' 5

Удовлетворяя граничным условиям (4.8). для постоянных 
интегрирования получим

6ОМо(р-а) с 60Мо(ц-а)ех"
' (Эр + Та^ + е^ХР’ 2 (Зц + Уа^-ье^ХР

(> 2(1+126)5’ ՝՝ 2(1 + 125)0

с 6ОМоа 4ц /гХ2՝!
5 ֊ (5р + 7а)/гХ4О( В 5 )

Подставляя теперь 14.14) в (4.11) и (4.13), для искомых функций будем 
иметь

511Х| X- —)
240Моца I 2)

<Р-(5ц + 7а)Л2ХО сЬХа
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6ОМо(ц-а) 
(5ц + 7а)ЛгХО

зЪл) х - — 
2.

, Ха 
сИ —

2

(4.15)

IV =
АЛ

(1 + 128)0
38В Г 4ц /гУ

сНх[ х - - 
I 2,
, Ха

сЬ — 
2

ах
В 5 2

Наибольший прогиб имеет место при X = а/2

Л/Оа
IV =  "— ՛„« 8£)

128
1 + 126Х

2В
5Ц

8 5р + 7а 
а 1 + 128

(4.16)

с) Изгиб пластинки-полосы ширины а, длинные стороны которой 
закреплены шарнирно, находящейся под действием сил интенсивности Р , 
распределенных вдоль линии х = а/2 .

Здесь, как и в предыдущей задаче, уравнения равновесия 
представляются системой (4.7), а граничные условия следующие:
прих = О, х = а =0, = 0, и>= 0 (4.17)

Для перерезывающей силы /V,. имеем

/?(р~а) 
12(ц + а)

4ца 
-с—Ф 
р-а

Р/2

-Р/2
(4.18)Ф а

— < X < а
2

Поэтому придется рассмотреть участки 0<х<а/2 и а/2<х<а в
отдельности.

Для участка 0<х<а/2, интегрируя первое уравнение системы (4.7) и 
учитывая (4 18), будем иметь

б(р + а)Г 4ра
Ф ( \, з Ф(р-а)л ц-а

(4.19)

Из последних двух уравнений системы (4.7), исключив IV и учитывая
(4.19), относительно ')/ получим следующее дифференциальное
уравнение:

\|/* - лЛ|/ =
5? а + б(р + а)8 

ОЛ28 (5ц + 7а)
Решение этого уравнения имеет вид
Ш = С+С г-'-' + в+б(рч-а)8 
Ф С,е +С2е +^ю ]+125

В силу этого, из (4.19) будем иметь
Ф-^(с/ 

р-а
+ С2е-Ь)+ 6Р

(1 + 128)/?

(4.20)

(4.21)

(4.22)
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Подставляя значения (р и Ц/ во второе или третье уравнение системы
(4.7), получим

и"

откуда для ы будем иметь

Се-)___2 ' (\+пъ)вв2

а
и> = 7------- г-г(ц-а)Х-

С,е՜’՜')------- ——
Г(1 + 125)В/г

+ С3х~ + С3х + С3 (4.23)
Здесь величины Л и 8 определяются согласно (4.10)
Теперь аналогичные действия будем производить для участка 

а/2 <х <а и здесь все искомые величины будем обозначать черточкой 
сверху. Опуская подробности приведем окончательные результаты

Ч7 = С,ех’+С2е՜’"
ЗР а 1-б(ц + а)5 

/Рра 7+128

4ца^ь 
Ф — ^С։е 

ц֊а
+ С е՜2՜')_____—____

2 1 (1 + 12б)ВА3 (4 24)

а 
(ц-а>? V В 5 / 1

-С2е-М)+

/>О — — —
+ + С,х2 + С.х + С.

(1 + 128)ВЛ3 ’ 5
Таким образом, имеем десять постоянных интегрирования, для 

определения которых кроме указанных шести граничных условий (4.17) 
необходимо добавить также условия на контакте двух участков:
при х=-| Л/хг = м= и', = г/, со>,| = о)>|

Удовлетворяя всем граничным условиям, д\я 
интегрирования получаем

с,=с2=- \р “ + с5=С։=0
2А ца(1 + 128)сЬу

£ _ __ Ра2 __  ! _ _4В \ а _ а + б(р + а)5 712
4 ~ 160(1 +128)" 5ца ( ц - а ~ ) (1 + 128) а2

(4.25) 

постоянных

С^-С.е՜2“^ С2=-С1е2", С, Ра
40(1 + 128)

(4.26)

С' 40(1 + 128) б՜4’ С’ иСл 120(1 + 128)

На основании этого можно определить все интересующие 
задачи. Здесь мы ограничимся приведением наибольшего

величины 
значения

прогиба, имеющего место при х = а/2

Ра3 
487X1 + 128)

6Р Г а _ а + б(|1+а)8
5ца(р-а ) 1 + 128

2Л֊^
____ 2_ 

Ла
(4.27)
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5. Введем понятие
уч-Е 

25(1-v)
S = 2(l-v)£

квадрат характерного размера материала |б| и проанализируем влияния 
постоянного а и характерного размера £ на прогиб квадратной 
пластинки (/ = Ь = а) .

Вычисления выполнены согласно третьей формуле (4.5).
Л 1

Пусть — = — , у = 0.3, а = 0.02В . Приводятся вычисления относи- 
а 10

4л'7Э
тельного прогиба центра пластинки, равного гу0-----— • в случаях, когда

£ = 0.05см , а И = 0.02см и 0.05см
В итоге, для относительных прогибов получаем 0.568 и 0.328 

соответственно. Отсюда можно заключить, что при уменьшении 
абсолютней толщины пластинки увеличивается эффект учета моментных 
напряжений. Этот же эффект наблюдается и при меньших значениях 
характерного размера материала £ . В частности, полагая £ = 0.01см (то 
есть в 5 раз меньше предыдущего случая) при абсолютных значениях 
11 = 0.2см, 0.1см, 0.05см (относительную толщину пластинки оставляем 
неизменным, то есть h/a — 0.1 для относительного прогиба центра 
пластинки получаем 1.014, 0.908 и 0.664 соответственно.

Важно отметить также следующий факт, что при существенном
изменении значения а прогиб центра пластинки изменяется
незначительно (конечно, окрестность а = 0 исключается). Пусть, 
например, h = 0.05см, л = 0.5см, £ ^ 0.01см , а для а имеем 0.025 и
0.045 (т.е. увеличиваем а в два раза). В этих случаях для
относительного прогиба центра пластинки получаем 0.670 и 0.686 
соответственно.

Аналогичные результаты получаются и при анализе прогибов других 
решенных выше задач.
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