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II.L. AHemlan 
Method of calculation of vibi-utiun firm of shaft

Предложена динамическая модель колебания опор палов при воздействии иа внешнюю 
поверхность машин вибрационной нагрузки, получены необходимые расчетные соотношения 
для оценки инбропрочности валов.

1. Постановка задачи. Вибропрочность-эго свойство машины 
противостоять действию вибрационных нагрузок и выполнять свое 
функциональное назначение с сохранением выходных параметров после 
воздействия этих нагрузок. Вал машины считается внбропрочным. если 
под действием вибрационной нагрузки максимальные напряжения в 
любом его сечении не превосходят предел упругости материала вала.

Известные экспериментальные методы оценки вибрационной 
прочности машин предусматривают их установку на вибростендах (в 
нерабочем состоянии машины) и реализацию длительного воздействия 
вибрационных нагрузок. Очевидно, что динамическая модель расчета 
вибропрочности машин, достоверность которой может быть оценена 
только экспериментально, должна учитыва ть эту специфику Иров. дения 
испытаний на вибропрочность Сложность задет том. что йыйринная 
модель должна позволить определят! параметры нагрузок, 
непосредственно воспринимаемых отделы ыми элементами машины (в 
том числе и вала), когда на внешнюю поверхность машины действует 
вполне определенная вибрационная нагрузка. Эта особенность комой 
расчетной модели не позволяет однозначно применять известные методы 
расчета динамической прочности валов |1. " 3), в которых величины 
действующих на вал нагрузок предполагаются известными.

2. Выбор динамической модели Как правило, ՛ ио:.՛ ‘֊к.՛ в
выполняются в виде конструктивных отенений различных .деталей 
(станины, подшипники, упругие опоры и т.д.). Выбор эквивалентной 
схемы колебания вала при возд՛ йствии пл ;< чнюю поверхность 
машины вибрационной нагрузки нами осуш.-ci иля «гея исходя из 
соображений, что массивные детали шер вала обладают только 
инерционным свойством, а контактные поверхности их соединения - 
определенной упругостью и вязкостью. Предполагается также, что 
каждая масса может совершить только колебательное движение по линии 
действия внешнего возбуждения (т.е. обладает одной степенью свободы). 
Построенная на таких предположениях модель колебаний опор вала 
приведена на фиг. 1. где введены обозначения.

г«, -массы крупных деталей опор вала Z = 1,2, ,11
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К, к С1 - коэффициенты жесткости и демпфирования контактных 
соединений массивных элементов опор вала, /' = 2,3,...,(« + 1),

и С, - соответственно коэффициенты жесткости и демпфиро
вания элементов крепления машины,

3' = 3'о5'пш/ ՛ амплитуда вибросмещения действующей на внешнюю 
поверхность машины вибрационной нагрузки,

И - угловая частота внешней вибрационной нагрузки.

3. Динамика опор вала. II соответствии с фиг. 1 колебания опор 
опишутся дифференциальными уравнениями:

. (К, + К2) ֊ у2 К2 + (С, + С2) - С2у2 = K,.v„ sin со/ + С,уош costo/ 
г»,у. +z(^, -К,.{у։11 +У,(С, +C,.t)-C,y,_l-C,tly,.l =0

/ = 2,3,...,(«-!)

«Л + Уп(к., + I) - К„У„..+У.,(С + с,„,) ֊ с„у„_, =0 111
Частное решение системы II), описывающее процесс вынужденных 

колебаний, ищем в виде
у, ~ sinto/ + А2) cosco/ . где 7=1,2......w (2)
Подставляя (2) в (1) и приравнивая коэффициенты при одинаковых 

гармониках, получим систему уравнений, из которой определяются 
неизвестные постоянные A2j_t и .

(-«/.со2 + К2 + К,)А, -(С, +(’|)соЛ, - К2А, +С,0)А4 = К,у0

(t\ + )аА] + (-ш.со2 + К2 + К, )Л, - С,соЛ, + К, А4 = ( '^„со

ш,сп * + К։ + А֊՞ — A'y.-lj,,, - A,.,.l,,֊i - (С. + C’ ,| )со.'1,, +C,co.-i,,_; +C\lCivl3H; = 0
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+ К, + К„|)Л5, - А.՜,Л . -А..+ (С + С,.1)<а1:, - С,и.)., . - <։

(֊от„со2 + К„ + К„„ )А - К„ Л.„ - (С„ + С„., )®А„ + С„®4,„_, = О

(֊да,,®՜ + К„ +^nil)/։2„ - К„А.,„+(( . ■ ^2„. -(’„®Л,„.з=О (3)

Сила, действующи» на поверхность опираю ։։■• •.. будет:
Л =К,аУ„ +С,= sinmr(H,„ ,К.., ֊сйЛ,,С„.,) со:.' + (4|

С целью упрощения 
дальнейших математических 

выкладок и построения
конечных решений при
рассмотрении задачи коле
бания вала, представленную 
на фиг. 1 систему заменим 
эк вивалентной системой

(фиг. 2). Тогда действующая на вал сила будет:
F2 = £-,к» Л sin®, +®с,к։.у„ cos®/ (5)

Условие необходимого равенства сил А и /՛. приводит к системе 
для определения Кт и Ст:

»*|^2и

= ЛЛ֊, +®С,Н1Л,„.| 
откуда

С* ^2п- 1Л„_|

б-.кв - 
У.

с - п.|'^2,|-1 ,,֊.

Д’,,»

4. Вибропрочность вала. Изгибные колебания вала описываются по 
схеме колебания балки постоянного сечения под действием 
сосредоточенных в двух точках сил (фиг. 3).

У = У„ Sin®/ I Поверхность
L 'опирания вала

Фиг. 2 Эквивалентная система колебании 
опор вала

А у

Фиг. 3 Схема колебания вала
Уравнение колебания вала с учетом толь» упругих и инерционных 

сил будет:
д'У | pF с-у 

&4 Е! дг
—О(х,/} 
Е! -к (7)

где 1 - момент инерции вала м՛; /՛. -модуль упругости материала вала 
|-1/м։; Е-площадь поперечного сечения вала м2: р-масса единицы объема 
кг/м3; I -время, с.
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I 0-во всех сечениях вала, кроме сечении х=Х) и х х, 
-Х:,։>ХхЛ)-С,к1>;>(х./),хе[х|,х, + 5,]о(х,,х, +5,] 

Сосредоточенные силы О(х./) рассматриваются как предельные 

положения сил. распределенных в интервалах [х,,х, + 5,] и [х,,х, тб,] 

с интенсивностями </, и </, на единицу длины, при условии, что |3|

<у,5 —> 0. <?,5, —> О при 5, —> 0, 6, —> О
Решение уравнения (7| ищем в виде:

У(£,1) = .У, (4) 514(0,/ -г ^,(^)с08(0,/. где = х / I. (8)
Тогда сила определится по формуле

О(х,-со,֊ К„„^(^)+ш|С,„^г(^)]5։п(0,/ + 

+(А„-Л..1 + СО -К„^,(О֊<0 ^Ясобсо,/ (91
Подставляя (8) и (9) в уравнение (7), получим два уравнения для 

определения _>>,(£) и

у!1' (4) - К*ух= ֊[А,.-, А..1 ֊со ,С„., А„ - А«..Л К) + W ,С,кпЛ((;)]

у։Г&)-Кау2&) = ^֊[А2„К„., +<о,СЛ„А„ , ֊ AkJ’:(^)֊<o,C.,ku^(^)] (10)

где А =-----------
Е!

Решение системы (10) ищем в виде

У, (£) = -^-(cltAE, + COS<) + ֊(shKi, + sin АА) + Ф, (О 
2 2л

у2 = (- (chAE, + cos АА) + ~ (sliAA + sin + Ф2 (Q 
2 2А

(И)

Для частных решений Ф,(^) и Ф,(£) имеем

'0. 0<^<^,
1}

֊—yfA,, ,А-„., -со.С^А»֊ А.,։1>л^|) + ш,с։к|1р;(41)|х

x[shA(!j-4,)-sin
[}

rZ7Tr{[A„֊iA,.1 -со.СА.А,, ֊ A.,KOy,(^) + <o,C,K11>/,(^)|x
ZZi/A
х|51ъЩ -4,) ֊ sin КО, - ij,)j + (shX(^ Ч:)-ЯП^ A:)|x

,х|А„֊Л.... ֊»,^4 -A։Kuy1(^) + Q,C.,K„v,(^))).4: <^<1 

где = x, / L\ = x2 I L

62



о. 0S^<^.
£’

Мг-Л-..! +“1СП-1ЛЛ., -^,.„y:Ui)-«,C„1,J'1(^1))x 
LcAJS.

Ф Jxls^-^,)-sin^-^1)l. (13)

_ (M2„K„., + co,C„ , И;„., ֊ K.„uy,(E,.) - co,С„у,(§,)]»
lUix
x[shK(^ -(jJ-sinAXij ֊4,)| + |shA'(^ sinK(t, -^,)| x

+ со1С,„1Л2„.| ֊^,К1.уг«2)-<о1С,1<,у1(^)|). <^< I

Для y,(£,), y,(^2), y2(£։) и У2(^2) имеем
A В

yl(^,) = -(ch^, + cos/^,) + —(sh/^, -sin^,)
2 2л
A R

уД2) = —(chXi;. + cosAE,2) + —(shA^; ֊ sin ^,) +
2 2л

+ 3 [^л-Л„н - “ .Q., Ал - (£| ) + С...У1 (£ 1 )J x
2л I1J

x[Sh^(^-^)-sin^2֊^,)l
C D

Л(^1) = т(сЬА^| +costO,l') + ֊—(shX^, -sinA^,)
2 2л
C D

y2(^2) = ֊(c^2 +cos^2) + —(shX^2 -sin/^2) +
2 2л

1}
+ +<o,C„.,A„-K,K, y2(^l)֊<o,C’,M>yl(^l)]x (i-n

2 л Li
x[shAr(^-^,)-sinA(^-^)]
Граничные условия на левом конце вала удовле творяю гея 

тождественно:
у,"(0) = у,"'(0) = 0

у:'(0) = у2'"(0) = 0
Коэффициенты Л, В՝ С и I) определяются и.» граничных условий 

на правом конце вала:
X'(i) = X"(D = o
^"(i) = X"(։) = o

т.е. из системы уравнений
^-(chX - cos К) + - ֊(siiK - sin К) + Ф{' (1) = 0

АК3 RK՜
(shA + sin К) + — (chA - cos К) + ф"' (1) = 0

2 2
СК' DK
— (chX'-cosA’) + —֊— (shK-sinAr) + *''(D = O

2 2
СК3 ПК՜— (shA + sin К) + =^-(chK - cos А) + Ф'" (I) = 0 (16)

где
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ф{'(1) = ИЛ»֊-Кэк»Л(։.1) + “Л\»Л(М* 
2ЫК

х[5ИК(1֊^|) + 8Ш^(1֊^,)] + [5Ь^(1-^) + ШП^(1-^2)]х 

44Д..|-®|С».14-О,(^)+и1^.>’1Й:)]1

ф{" (1) = ֊ту {[А„_Л,„, - 0) ,С’„.|Л,„ - К,„у,(С,) - ш ,сэкву,(£,)) х 

х[с11Л"(1֊^1) + С05^(] ֊^1)] + [сЬ^(1-^) - СО8^(1 -4;)]х 

х[Л2»֊Л,., - а ,С\, Аг„ - К,„,ух (£,) + со (£,)]}

Ф"(1) = АХо +ш <С».Л„.| ֊ )] х
2 Л/ к

х[5ЬД1-^) + 5)п £()-!;,)] 
/■>

ф"' (1) = — {[А,Лет + и 4„ , - К,К„Л (£,) - СО .С^у,(£,)] х 

х[с11А:(]-^) + с05А(1-С,)] + [скА:(1֊Е>,) + с08Л:(1-^;)]х (17)

х(Л2лЛ.I + “ .СетЛ„ - ^,к./з(С:) - <0 .СхпЛ(£:)]}
Максимальные напряжения в любом сечении пала определяются 

формулой
§я=֊7[Х'(ад2+[^'(О]г о«)

где IV - момент сопротивления сечения нала м4.
Сечение Е, = с наибольшим напряжением определяется из 

условия
Х"Ю+^"(^) = 0 (19)

Условие прочности будет

О(€о)<^- (20)
“п

где с}. -предел пропорциональности материала вала. 11/м< К„ 
коэффициент запаса прочности, который выбирается с учетом 
неточностей расчетного определения максимальных напряжений, 
неоднородностей материала вала, износа и старения опорных 
конструкций вала, технологических концентраторов напряжений: 
К = 1,4 4-3,0.

Проверка предложенного метода расчета вибропрочности вала была 
осуществлена на электрических машинах тина АИ50В2. Для испытания 
на вибропрочность машины жестко установились на платформе 
вибростенда тина .1МУ (Япония) с широким диапазоном вариации частот 
и амплитуд вибрационных нагрузок. Испытания были проведены на трех 
машинах последовательно, при фиксированной нагрузке с частотой 
10()Гц и амплитудой ускорения 20001-1 Опора вала машины ЛИ50В2 из 
себя представляет трехмассовую систему (масса подшипника ш, , 
подшипникового щита т, и корпуса /»,). соединенных между собой 
упруговязкими элементами, имитирующих прессовую посадку 
соединения вала с внутренним кольцом подшипника и С,), 
скользящие посадки наружного кольца подшипника с подшипниковым 
гнездом щита (Ку и С,), подшипникового щита и корпуса машины 
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и С'4). Па валу каждой испытуемой машины были наклеены проволочные 
тензодатчики для замера деформаций точек поверхности различных 
сечений вала. Измерения деформации проводились прибором СИД—I. 
Испы тания осуществлялись в нерабочем состоянии испытуемых машин.

Исходные данные для расчетной оценки напряженного состояния 
вала:
Я = 2.110"Н/м։:/=210’’м4; /• = 0.154• 10 ‘м’ , -= 0.028кг; т, = 0.125кг : 
/», = 2.75кг ; К, =0: К, = 0.432 40*Н/м;К, = 0.09-10" Н / м;К4 =0.1310’Н/м 
С, = 0; С, = 1,211 • с ек/м; С, = 0.15611 с ек/ м; С4 = 0,26 И • с е к/м

Фиг. 4 Распределение максимального напряжения в сечении вала
1 - теоретическое, 2- экспериментальное.

Сравнительные результа ты экспериментов и теоретических расчетов, 
представленные па фиг. -I. свидетельствуют о достаточно высокой 
точности разработанного метода расчета вибропрочносги вала.
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