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Մածուցիկ հեզուկի ոյ աոացիոնար շարժման զարգացումը, թափանցիկ ցուցանես 

հարթությունների միջև

Հողվածում րննարկվոււէ I. իրակսւն (մածուցիկ) անււ1պմ1ւ|]ւ հեղակի ո» ստացիոնար շարժման 
ւթւղւգացումը ծակաոկեն պատերով հարթ իւուրւվակամ: Շարժման ուսամնււաիրությունլւ րերւիոծ Լ Նաւ|յե- 
Ստոթսի հւաիաոսրումների հատուկ ձևով գծայնացւ|ած համակարգի րոծմանր. համապատաւփոոն 
սկզբնական և եզրային պայմանների սակայւսթյամբ: Օգտվե|ա| Լապ|սւււի կրկնակի ինտեգրւպ 
ձևափոխության եղանակից, հաջողվում Լ կատսցէղ ստացված հավասարումների համակարգի փակ 
ֆունկցիոնալ լուծում և ստանալ շարժման բնութագրի; մեծությունների (արագություն, ճնշում, շւիման ուժ) 
փւոիոիւման օրենրներլւ' կախված կետի կոորղինաւոներից ե ժամանակից: մաախլ հետաքրքրություն են 
ներկաւացնում, հատկապես շփման ուժի համար աոացւիսծ ալպյունրներլւ: ՊարգվոււՀ է., որ պատերի 
ծակոտկենությունը ւիոթրւսցնաւ51 շւիմւսն աժի մեծությւււ1ղւ, որթ անի գործնական նշանւսկություն:

G.H. Itabnjanlnn
On the development of nonstationary viscous liquid motion between pnrallel permeable walls

Задачи о развитии течения вязкой жидкости п проницаемых трубах помимо 
теоретического интереса имеют также многочисленные приложения и различных отраслях 
современной техники, промышленности. сельского хозяйства, медицины и т.д. Интерес к 
таким задачам особенно попытается, когда движение жидкости имеет нестационарный 
характер, т.е. течение жидкости развивается не только но координатам, но и по времени. В 
этих случаях решения усложняются, так как на характер движения влияют но только 
граничные, но и начальные условия. дифференциальные уравнения движения становятся 
сложными и трудно поддающимися решению.

В предлагаемой работе рассматривается нестационарное изотермическое течение 
несжимаемой вязкой жидкости в плоском канале с проницаемыми стенками.1. Предположим, что поступающая в плоский канал жидкость во всех точках входного сечения в начале движения имеет постоянную, равномерно-распределенную по сечению скорость (U) и постоянное давление (/?„). Дальнейшее течение жидкости происходит в канале, стенки которого проницаемы с заданной постоянной скоростью отсоса пли вдува (v0 ).Требуется определить развитие движения жидкости со временем и ио координатам, принимая, параллельные стенки канала неограниченными по осям ох и о:.Пренебрегая действием силы тяжести, рассматривая движение жидкости плоско-параллельным и неустаповившимся, для решения поставленной задачи используем следующую систему исходных уравнений: 5v_—+и I 8р C'V. = ---- —+ v-Հ-յ

8t 8х р сх оу՜

& = 0. dvx 8v+ —- = 0
Эх схЭта система получена из уравнений Навье-Стокса с частичным учетом слагаемых от ускорения и вязкости. 63



В системе уравнений (1.1) vv и V,. - компоненты скорости потока по осям ох и оу, соответственно, р — давление, р—плотность, V — кинематический коэффициент вязкости жидкости. Принимая расстояние между плоскостями равным 2Л и начало координат на оси симметрии канала (фит. 1). начальные и граничные условия задачи примут вид:при / = 0, X = 0 vv = t/, vy = 0, р = р,!при / > 0, х > 0, y = h vv =0, v,. = v„ = constпри I > 0, x > 0, у = -h = 0, vv = -v„ (1.2)
У 

h -

-VoФит. 1. Схема плоского капала с параллельными проницаемыми стенкамиОтметим, что если в условиях (1.2) для величин скорости V,. на верхней и нижней стейках взять обратные знаки, то вместо отсоса будет иметь место вдув жидкости в трубу. При решении задач удобно перейти к безразмерным величинам х у V -U Vv ТЛ, 

pU- hтогда система уравнений (1.1) и краевые условия (1.2) примут вид:
ди 
дТ +

сФ 

с?п

ди

%

0,

сФ 1
" +я.

ди dv
■77+՜ = 0

д'и

ch]2 (1.3)при г= = 0 и = 0, v = 0, Ф = 0при т> о, >0, П = 1 н = -1, v = ^- 
Uпри т> 0, !j:>0, П = -1 „ = v = -^ 
U

(1.4)
Здесь R, =-----—число Рейнольдса.V2. Решим задачу методом операционного исчисления. Применяя двумерное интегральное преобразование Лапласа к уравнениям (1.3) и краевым условиям (1.4) по переменным 2, и / • получим
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с!~и _ =
—-г-ЛДх, + л՛,)// = Асл,Ф
</г|-<7Ф = <7у
_Т~ = 0, х«+—- =0
<7г| б/г] (2.1)

где

при 7=0, £ = О

при 7՜ > 0, > О, г) = 1

при Т > 0, £ > О, Г| = -1

/7 = 0, Ф = О

•У, 5, ’ 5,^77 (2.2)
, V — ---------

5,5, 5^1/

// (л,, 5,, Г)) = / / ехр[- ($£ +.у, 7)]«(^, Т|, туа&т 

О о
и? СО

у(5,, 5,, и) = /1 ехр[- (у£ + 5, 7՝)]у(^, Т|, Т)(^с1Т 
о о

со со

Ф(5,, .у,) = /1 ехр[- (.у,£, + 5, Т)]ф(£, Т)ЩТ 

О оа .у, и 5, — параметры двумерного преобразования Лапласа по переменным £, и Г соответственно.Общим решением первого уравнения системы (2.1) является^ = С1е|”1+С>՜1”1—(2.3) V 4- Vгде р: = Л,. (.V, + .У,)Определяя постоянные интегрирования из граничных условий (2.2), решение уравнения (2.1) примет следующий вид:
_ (с11Вп х.Ф 1 сЬВт|
«= -—1֊> —’------------------ ГТ (2'4>

к сЬр ) .V, + 5, с11РПодставляя (2.4) в третье уравнение системы (2.2), интегрируя по переменной Г] в пределах от 1 до -1 и с учетом граничных условий (2.2) для значения функции Ф(л֊|։5,) получим:
= (д, +5,)(11р _ У0Р(Л+У:) 

зХ(1ЬР-Р) 5^2У(1ЬР-Р)Ф(5,Применяя двумерное обратное преобразование Лапласа к уравнениям (2.4), (2.5) и переходя к первоначальным переменным, для искомых величин ух и р , получим:
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Uh(/_ 3(/Л Г у2
+ 8vl/։4 -1J-20vIa2

1 2Uh.SU
1 ֊ — E 1֊

1 X! *“* \

cos՝/„y / h ) 1
----------------- — exp 

cosy„ Jy„ ’
Т/Л*
Uh2

2(-v֊^)y.

h h l
cosX „у//Л 1 ( X2vt

2UhU. / _ cosX„,y/ft1 I 
v ~f l cosX„ J X2 (2.6)

J3vx 1 1 f
P = Pn ֊Pf/՜ 7}7T + 7-2LtTcxP “l Uri Э ,._i Y \

y,;v/) 2(x-C7/)v^ f X2v/^ 
uh2J + uii2 ^ехр[~7Лг)՜՛" 1 I-2£ 'тг exP -„֊-1 'S, X h2

f X"vr -ехрГЖ
2Uh 1 f y;vx 

+-------/ —expv йг; \ uh-.

v» 3vx2 
(/ L2f/A3

6x Uh
5h ~ 175v +

(x-U/)2^. f X2v/' 
iri "vssr (2.7)

2(х-ии^. I ( X;v/ 
------ 1-------/ . тгехр -“75՜ h X„ < h

2Uh U. 1 f
—L ТГ exPI ֊V Л=1 Л„ \ h2

f X2 vx

-e4՜^
Из третьего уравнения системы (1.3) определим v։.sin X„ у / h sin X

siny„y/h ] 1

siny

X2 vx 
expr^՜

sin у
Y,',vy7Iexpl՜^

+2E
.[ у sink,,y/h\ 1 f
I—---------------- l^exp^֊

h sinX
a֊>z
h2

I X-'VA'-expl՜^ (2.8)
В формулах (2.6) -(2.8) X„ = -iy]Re(st +5,) и y„ = -i^jRes} являются действич-ельными корнями уравнения tgX„ = Хп и tgyi|=yn coi пветственно.Сила трения определяется но формуле

C^VV
T = p ----- --  +-------

< hy dx
=i^L2>i

h h

.sinX„y/ h 

sinX,, CXP ֊v \ /r
- cxp

Uti

2y siny,,}'//? J-Y;vr 
siny„ l Uh2

pv„ 3xy Uy 3Uy

li h2 2vh2 lOv

(Jh 1 51пу„р/Л 
- 2 — /. ——:--------- exp

v 7fY„ siny„ ।

-y,;vx
Uh2

2(x- Ui) sinX y/h (-levi
—;—L—------exP ՛ l.-.

h sinX,, V h

^Uh-yy, 1 sinX,,}'/h
2 v sinX,, expl՜^՜. -exp Uh2

2pv2 

Uh2
siny^/A

Л siny„ .

-y;,vxY-expl^՜.66



Д Г у sin Х„у / h 
~‘Xh sink,, .

2ЦУрУ 
Uh2

|2.9)Uh2

siny Д' /Л 

siny„

|X;exp|

Здёсь 11 —динамический коэффициент вязкосги.Силы трения на стенках будут:
v՝ IЛ-(, = —Н3 + 2Еехр П Я=1

- у'ух
Uhz .

+ 2E exp
~^,У

h2 -ехргмг.
pv„ [3x Uh 2Uh X I f֊y;iv.r՝՝| 2(x-Ut)^. j-
2Uh^. 1 I 

֊ —X 7Г exp
՝ „=1 л„

КУ 

h2
-exp

- X;v.v
Uh2 (2-Ю)

nV՝ IT,,.„ =-г-Ъ + 2Еехр| -УУх
Uh2 .

+ 2E exp
-Ky

h2 . -Ц-йг

h h 5v

pv„ J 3x Uh 2Uh —A,2 vx j 2(x-Ul)

h
E exp у2,у

h2

21УУ 1 I - Х',У
h2

f-X2„vx՝

-expr^.B случае непроницаемых стенок будем иметь:
"1՛-У 

h2
-2Е 1֊

cosy„y//?] 1 -у;,уу

cosy 7TX|W

(2.11)

֊2E՛ ’֊ cosXny/h\ 1

cosA
p-exp| - ку

h2 .

f-X;vx 
-expl՜^՜. (2-12)

V
P = Pn

у siny„y//? 
h siny„ . exp У У 

h2 . w sin л„у/Л sinX, Г - A.;v.v

сЧ~йг. (2.13)
1 nV^՛ 1 I ~УУХ+ 7-2E — exP "777T՜5 ГТ у,՜, k Uh֊ .

2(x-Ut)^. I-7ЙП§ехр1 h2

I 
֊2E yr exp| 

M=1 A'n “V"J-expl“wr՜. (2.1-1)
T =

h

sin у „у/A f-y-vx
—:----------exp 2

smy„ k Uh

sinX„y/A
—^4—x sinX„

expl^_J"expl_t^_J (2.15)
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Отмстим, что во всех формулах суммы со знаком "штрих" равны нулю при 0 < л՜ < И! и отличны от нуля при .V > 01 11 ].3. Анализ полученных результатов.1. Формулы (2.6) —(2.11) определяют законы изменения характерных величин нестационарного течения вязкой несжимаемой жидкости в плоском канале с проницаемыми стенками, когда скорость отсоса на стенках постоянна.2. Из полученных формул видно, что проницаемость стенок существенно влияет па характер движения жидкости.3. Важное практическое птачецие имеют результаты, полученные для силы трения в слоях жидкости и па стенках канала. Так, например, вычисления показывают, что сила трения при прочих равных условиях на проницаемых стенках меньше, чем на непроницаемых стенках.•I. Исследования результатов показывают, что из решения задачи о неусгановившемся движении получается решение об установившемся движении при стремлении 7 к бесконечности.5. Из результатов данной работы вытекает՝ много различных частых случаев, исследованных другими авторами |2|, |3|, |4|, |5|.6. Интересно отметить, что удовлетворением начальных и граничных условий не только доказывается равномерная сходимость бесконечных рядов, входящих в решение задачи, но и получаются значения некоторых бесконечных сумм в конечном виде. Так, например,
у 2_____ 1_ X 1 С051„л- 3 , 1 4 27
^," 350’ созХ, -40Х 16՝ ~ 2800 ՛

у, 1 5шХ„а- 1 , 13
5тХ„ =4Г ~20՝'где А.,, —действительные корпи уравнения 1дХн = А.„.Работа выполнена в рамках научной темы №94-670 финансируемой государственными источниками Республики Армении.
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