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A.K. Ananian
On Stability Problem of a Plate Withe the Account of Transverse shears

Рассматривается задача статической устойчивости прямоугольной изотропной 
пластинки, загружеппой в своей плоскости сжимающей силой. Путем уточнения условий на 
лицевых поверхностях [1] получены уравнения статической устойчивости пластинки.

Решена задача статической устойчивости пластинки с двумя вариантами граничных 
условий.

Определены критические силы и приведены оценки отличия их от критических сил, 
полученных по теории С. А. Амбарцумян«! [2].1. Рассмотрим задачу статической устойчивости прямоугольной изотропной пластинки постоянной толщины 2/? с модулем упругости Е и коэффициентом Пуассона v, загруженной в своей плоскости сжимающей силой Начальное напряженное состояние следующее:Оц = о0 = consf, Ծ՞ = 0 (кроме/ = у=])Пусть пластинка занимает область Q<x<a,Q<y<h^-h<z<h.Для решения этой задачи возьмем трехмерные уравнения упругости с учетом предвари тельного напряжения в простейшем виде |3,4|:+ о„^ = 0 (/ = 1,2,3; ;= 1,2,3) (1.1)
В работе |1] получены нелинейные граничные условия на лицевых поверхностях пластинки. После линеаризации этих граничных условий с учетом начального напряжения получим

Շււ
z = h: с13=а„ —\ а23 = 0, о33 = О

ди It2)
z = -h: ծ13 = ֊ծ„^-,ծ,3 = Օ,ծ33 =0 

oxСогласно теории С. А. Амбарцумяна, учитывающей поперечный сдвиг, из £33 = 0 вытекает "з = w’(x.J')В |2|, согласно обозначениям этой статьи, принято
Ծ,3 =2G^l֊^<p(x,/)

тго удовлетворяет условию равенства нулю напряжения при z = +h



Согласно (1.2) аналогичное выражение для <7|3 будст՛+ М 1 “ 7^ Мм')Л йг V Л Уоткуда следует е13 =Выражения д\я а,3 и £,, остаются такими же, как в |2|. В частности,
ЕВоснользуясь соотношениями между деформациями и перемещениями, получим

". а, Й('26՜ А/ дх
гЗА7 (1.3)Ф

И,
, ч йг . | , г՜ ] у(х,у)-г— + 2? 1----- г ф՝ ’ ду < ЗИ՜) (1.4)Перейдем к определению напряженного состояния. Подставляя значения деформации с учетом (1.3) и (1.4) в закон Гука, где пренебрегаем напряжением , для основных напряжений С|։,С,, ,ар получим

_ Га( ду г Уй<|’4. М
Оу Ох V 20 А/ дхду V ЗА՜ А Оу Ох)Получим уравнения равновесия пластинки в перемещениях. Поступая обычным образом, вместо напряжений введем в рассмотрение статически эквивалентные им внутренние, перерезывающие силы и моменты, выражения которых согласно (1.7) будут иметь вид:_ 2ЕА (ди су <з0И 5:иЛ 2ЕИ (ду ди а„А Йз։Л1-У\,йг ду 60 дх2) ՝ 1-уА<Зу дх 60 дх՜)5 = + чгЗу 60’ дхду.

7У,= &0/1-7~Ф- ЗОИ-ГФ (1.6)
Л/, = ֊79 д2м—+V—- 

дх՝ дУ՜3:и' Э2и'—г + V—- 
ду՜ дх՜

8 Г йр дц/1 5дйг ду)8 Г й|/ йр՝!5\ ду дх)

Н = -(1 - у)/)
321г 4 Гйр йр 
дхду 51 ду дхОсредненные уравнения равновесия будут
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ат; ах а2« „ а (— + — + 2/га„ —— + 2с,, —• и՛ + 
дх су сх՜ дх{

а,Е՜ с?:м<66 Гт֊՝.ал՜ ат; с2՝—+;-гг- + 2Лс|) — 
сх Оу сх

01^ он. а՜՛»՛
дх су дх՜

(1.7)
ОМ. ОН „ 2с„Л3 д2 (сч' з Ох 21 ал- 8 ՝5Ф

= 0
= 0

сМ, ОН .. 2о(,Л3 О2 ( дп 8 _
----- *-+------- Н,--------2------- г--------- ш =0

Оу дх - 3 аг’ кау 5 уПодставляя внутренние, перерезывающие силы и моменты из (1.6) (1.7).получим следующую систему дифференциальных уравнений:
2ей (о2а \-у02и 1+у а\ соЛаГа2!!' 1-уа2и'У|1-У^йг 2 Оу՜ 2 дхду 6С дх\.дх՜ 2 Оу՜))

в

д'" о С ( +2/га0—- + 2с0— и’ + 
дх՜ дх к. с„/г а2щ 66 дх2

= 0
2ЕИ (д2у \-уд2у 1 + у О2и 1 + ус„Л а’и' | д2ч1-у’\ау2 2 сг՜ 2 дхду 2 6(3 дх'ду) дх՜а<р! а>и! зо„ а:м- р 
дх Оу 46 дх2( 2о„л?>1 а3«' а’н' вГ 2о(1л՝,>1а2ф 4Л ,а2фI 30 ) дх2 дхду- 5< 30 )дх- 5՝ ՛ ду՜

а3» Г, 2о„л3>| а’и՛ 8 а2ф 4 Г, 4опл3'1а2ф 
Оу2 к ЗР ) дх'ду 5 су՜ 5 < 30 ) дх՜

֊1(1+^)^5к 'дхду
86Л+------ш = О
30Система (1.8) огличаегся от обычно используемых уравнений с учетом поперечных сдвигов следующим:1) Известно, что задача обобщенного плоского напряженного состояния и задача изгиба пластинки отделяются, а здесь задача изгиба отделяется от задачи обобщенного плоского состояния, но чтобы решить плоскую задачу, надо сперва решить задачу изгиба.2) В уравнениях, полученных по теории С. Л. Амбарцумяна, отсутствуют следующие дополнительные члены - подчеркнутые и произведения от с„ и производных функций и(х,у), у(х,_у)кроме соответствующего произведения в третьем уравнении. Указанный член из третьего уравнения является основным во всех теориях устойчивости пластин.2. Рассмот]>им задачу об устойчивости шарнирно опертой по всему контуру пластинки, загруженной в своей плоскости сжимающей силой, действующей лишь в одном направлении, в направлении оси ОХ.Пусть интенсивность равномерно распределенной нагрузки равна 

1’, то есть о0 = . В этом случае три последних уравнения системы 43



(1.1!) можно переписать в следующем виде: охр <;ф ЗР с’:ш л—- + — ------------- -  = 0
бх бу 46 бх՜
-О—Е»’ + 4(1~у)£> д(_ ЛИ՝

ъри3 а3и' 5 су\бу 
\6РИ' <5:ф _ ох

2РЬ3 с3\у3 бх3

5(1 - у) бх3 15 дх
867)—ср (21)

б . 4(1-у)Р б (ар й|/'
-О—Д1г---- *------ -------- --------------

бу 5 бх I су

ЗРИ3 с?’и- 16РЛ3 0-ф бх

2РЬ3 с\у3 сх'бу

5( 1 - у) бх2 бу 15 йггде 1) =

ЗС,/1 ֊4'
„ 2Е/13

Система (2.1) отличается от полученых уравнений ио теории С. А.Амбарцумяна подчеркнутыми членами. Иуточнением условий на лицевых поверхностях пластинки.эти члены обусловленыСответсгвующие граничные условия образом: запишу гея следующимл՜ = 0,л: 
у = 0,а:

И’ = 0, Л/, = 0, >|/ = 0 1г = 0, Мг = 0, <р = 0 (2.2)После введения новой вспомогательной функции Ф(.г,>’) .котораясвязана с функциями <р(.\',_у) и следующим образом:. ар Й|)Ф =------------ . систему (2.1) можно переписать в виде:
су бхДДи՛- 8й’/' д'5(1 - V)/? с.г А 2Р11 с-и' 2РИ3 <՝՝ А д4^ мДи» +---------- ;---------------г Дш + —-—-—֊ = 0

I) дх՜ 30 ?л- 56’П ел֊ДФ- 2/>(1 + у)^Ф 5 ф_0
Е бх2 2/Г (2.з)Представим прогиб

•Ае Ц„,
тп--- ՝

т и а 
п -

ш(х,>՛) выражением։|'(х->') = / 51пИ«-г8!пХ„у
П71
'Т

(2.4)
натуральные числа, показывающие число полуволнискривленной пластинки.Подсгавляя (2.4) в первое уравнение (2.3), получим следующее квадратное уравнение относительно Р:8Л՝(] + V)

ЗЕ 4^,Р՝֊-21щ;,Р 1+Л: = 0 (2.5)
1ле а Х’-ЧРешая уравнение (2.5), для критической силы получим следующее выражение:44



Р = Р‘ т.п гг.

1 >>'՛( 0/ -- +— а + - it՜ +Х՜2 2 к 32' ՛ (2.6)
где Р"„ - критическая сила, найденная по классической теории

р° (2.7)Из (2.6) видно, что отношение 1 по сравнению с единицей - малаявеличина Й4 ,1— « 1 , и поэтому этим членом можно пренебречь, 
.a )

тогдаполучим
Рт.п (2.8)Решая згу задачу по теории С. А. Амбарцумяна, для критической силы получается

Р’ = Рит.п m.i (2.9)Сравнивая зги два решения, можно подсчитать поправку в процентном отношении, второго члена, стоящего в скобках, когда v = 0 и V = 1/2. При V = 0 поправка второго члена приблизительно равна 40%, а при V = 1/2 поправка приблизительно составляет 20%.3. Решим предыдущую задачу при других граничных условиях на краях у = const. Пусть на краях х = const даны граничные условия шарнирного опирания, а на краях у = const даны граничные условия скользящего контакта.х = 0,«: ш = 0, Л/= 0, ф = 0
у = О,а: — = 0,/\Р=0,Н = 0

(3.1)
Если в (2.6) пренебречь членом h4 /а4 , то отсуда следует, что в формулах(1.8). (2.1) и (2.3) можно пренебрегать членами, подчеркнутыми линиями. Тогда система (2.3) запишется следующим образом: двумял л ^Р S2 лДДи'---- ;------ ֊.------- г А’1՛ +5(1 - v)Z) дх2

2 Ph c2w 2РЛ3 а’- л------ ------ -Ди՛ = О
I) с?Г: 3D дх2△Ф-_^_ф= о

2h-
А (3.1) запишется следующим образом:

(3.2)
О,a: и՛ = О, 4/г 1֊50-v) 125(1-v)J ar-а4 и-

d2w 16Л2 <Э3Фйх: 25 дхду
сФ= 0, — = О аг (3.3)
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.у = 0,Z>: ^ = 0Sy gSr 
8ys

4h: 8'Ф5 dx՜где обобщенная перерезывающая сила и крутящий момент выражены через искомые функции и>(х,у) и Ф(х,у') .Полагая функцию прогиба
= 0

ll'(Z’>’)=EA(>՝)sinJ-lmx <3-4»Я1=1 и функцию
V.'ф(х.у) = X ф-» WCOSH„* <3-51граничные условия, написанные с помощью функций /„(у) и Ф ,„(_)՛), на краях у = const, будут

У = 07-: ш = 0. /» V) = °- ф™ W = 0 (З-б)Из (3.6) вытекает, что /т(у) можно представить в виде следующего ряда:
/Л-У) = 2Ас°8М (3-7)/г-.ОТогда функцию прогиба из (3.7) и (3.4) можно представить в следующем виде: '•,(А'՝>') = Е Е сп 5'п со5х„>’ (3.8)ЛГ=1 п-0Подставляя (3.8) в первое уравнение (3.2), найденная критическая сила будет равна

Р„,.„ = + Х;)| (3.9)
Таким образом, формула (3.9) может дать все значения Рт„, соответствующие всевозможным комбинациям значений т и п (от = 1,2,3..., Л = 1,2,3...). Как мы знаем, из всех значений мы должны выбран, наименьшее. После подсчетов получено, что Ртп становится наименьшим, когда т= 1,71 = 0, то есть

_ Dn՜ f, я2 , 1Л iPl0 = -—J1+—Л- а+-В (зло)
2ha՜ [ а՜ V j/jКак и в предыдущем случае, отличие от результата по теории С.А.Амбарцумяна заключается в наличии дополнительного слагаемого (1/3) в выражении (3.10).
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