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Լ.Ա. 1Խ|ալովյան. Ռ.Ա. Դեորւ|յսւն, Գ.Գ. ԽաշասւրյանՓովւոխակաս liiiiiiuintpjuiû երկշերտ անիզոտրոպ սալերի իւաոր եզրային |ոնզիբների աւփմպւոուոիկ յւււծումը
Ասիմորոոսվւկ (ւզանակով րււծված են փոփոխական հաստոէրյան երկշերտ անիզոտրոպ ոտլհրի խապ։ եզրային իւնզիրներ, երբ եր1անային մակերեույթներիւյ մեկի վրա արված հհ կինեմաաիկական պայմաններ, իսկ հակակիր երեսնային մակերեայթի վրա տրված են ասաձզտկանոէ|>յան տեսության խնդիրների ասաջին, հրկրորզ ե իաար (պրային պայմաններ: Արտածված են ոհկւորենւո բանւսմեեր (արումների և տեւրււփոիւումնհրի զաշաերի կոմպոնենտների համար: Արտածված րտնածեեր|ւ կիրաօուրյունր լուսաբանվում I. զործնտկան նշանակության մեկ խնզրի րսծման հետազոտությամբ:I*A. Aghalovinn, Its. Gcvorghin, G.G. KhnchatriajiOn Asymptotic Solution of Mixed Boundary Problems of Bibycrcd Anisotrope Plates with Variable ThicknessВ роботе асимптотическим методом (юшаются к^епые задачи для двухслойных <niirioT|»<>iiiiiJX нластпп переменной толщины. когда па одной из мщеных поверхностей заданы компоненты вектора перемещения, а на противоположной - условия первой, второй или с мешанной краевых задач теории упругости. Выведены рекуррентные (рормулы для определения паиряжений и перемен(епий. В качество приложения приведено решение одной прикладной задачи с некоторым ого анализом.1. Имеем анизотропную двухслойную пластину переменной толщины, которая в гриортогоналыюй системе координат cc,ß,y занимает область Զ = (a,ß,y: - <p,(a,ß) < у < (р, (a.ß); a,ß e Е„, h ««} , где a,ß — совпадающие с главными направлениями анизотропии криволинейные координатные линии в плоскости £, , проходящей внутри пластины и не пересекающейся с достаточно гладкими лицевыми поверхностями у = <р, (a,ß) > 0, у =-<р, (a,ß) < 0 ; у - прямолинейная координатная ось, проведенная в точке a,ß перпендикулярно к этой плоскости, h = max(sup(q)| -<р„), sup(։p„ + <р,)} , а — характерный тангенциальный размер пластины. Поверхность раздела слоев задана гладкой функцией у =<p„(a,ß) , которая удовлетворяет условию (<|>иг. 1)-<p,(a,ß) <<p,։(a,ß) <ср,(cc.ß) (l.l)Требуется определить напряжепно-десрормироваппое состояние пластины, если на лицевой поверхности y = ֊<p,(a.ß) заданы компо- пен1ы вектора перемещения«,(-<Р:) = «;(a.ß) ,/ = a.ß-Y (’-2)а па противоположной лицевой поверхности y=<P](a,ß) задана одна из следующих комбинаций граничных условий теории упругости:oja(<pl)cos(/7.a)+a;ß(<p,)cos(/i,ß) + an.(4>,)cos(»,y) = Fl (1.3) J = a,ß,y
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б) z/z(<p։) = «;(a,P) J = a,p,y (1.41II) C;a(<pl)COS(z/,a)+G;P(<pl)COS(/?,P) + G/,(<pl)COS(//,Y) = /•' (1.5)У = а.Р; z/,(<p,) = zz*(a,P)r) z/;(<p1) = z/;(a,P) y = a.P (1.6)oaz (<p,) cos(zz, a) + g Pr (<p,) cos(zz, P) + a ,n (<p,) cos(n, у ) = 1‘.,

где /■' (a,p). z/J(a,P) ,/ = a.P.Yфункции. cos(//,a) = - 1 exp, 
M c'a

— заданные достаточно
(a,p, /LB)

гладкие

А, В — коэффициенты Ламе первой квадратичной формы.

Считается, что на пластину действуют также объемные силы с компонентами P;i։(a.p.Y), ./ = a,p.Y и температурное поле, которое учитывается по модели Дюгамеля-Ней мана. Здесь и в дальнейшем всем величинам, относящимся к слою <р0(а,Р) < у <Р։(и.Р) . приписывается индекс 7 = 1 . а величинам слоя - <р, (а,Р) < у - Фц(а.Р) ~ индекс 
i = 2 .На боковой поверхности 5Q пластины могут быть заданы произвольные граничные условия теории упругости. В указанных задачах условия на боковой поверхности существенно не влияют на внутреннее пап- ряженпо-деформироваппое состояние, ими обусловлен пограничный слой.На поверхности раздела слоев у = (р„(и,Р) напряжения и перемещения должны удовлетворять условиям полного контакта слоев:(^(У =<Pu)֊a^'(Y = ф0))ч'.* +(c'p(Y =Ф„)-<р(Г =4>..))ч'.,р ++ a(^(y =<p0)-a^)(y = <p„) = 0, м'1։(у = <p„) = u‘:)(y = q>„). j = a.p.y (1.7)I ap„(a,P) _ ____ 1 c<p„(a,P)ФIKX . —։ » Vl0 -yjА ca В <P,\дя решения поставленной краевой задачи в уравнениях равновесия с учетом объемных сил и уравнениях состояния анизотропного тела с: учетом '|՝емпера՝|уриых деформаций каждого слоя |1| перейдем к безразмерным координатам и безразмерным перемещениям по формулам
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= г\ = $/а, £ = у/А = е-|у/а, г = И/а
и™ = аит, = ау<'>, «<'’ = а»(1> 1 = 1,2 "-8)В результате получим следующую сингулярно-возмущенную малым параметром е систему уравнений пространственной задачи теорииупругости:

А <% В с-п <՛> - Л 
аа °рр/ЛО+ 2^ао«+«Ра(1>=0 (а,рЛ,п)

А й, В ст) ВС,

+ак^=а№> + 
А оЕ, “ 11 “

^+м;))+<)=0
'0)а(։)+п(')ст(,)+л0)ст(0 
12 °рр+а14ару+«[ЗД’ + аы (։ -9)(а.Р; 1,2; А,В)5н’(1> е ------ __(»)_('> ,-(>)„(>) . .„(»«(О , ~(')д(>)

~ Я13 °аа + Я’3 ср(! + Я33 СТТ1 +֊ ՛ ֊+Д36 Са0 +азЗ®1 ди™ 1 С>у(,) 
В 5п + А й, +Лру<,)) == + а£<т$ +.. .+а£’<у^ + а‘?0(,)^^ + е'^ = °К+^

(а,Р; £,т|; н,у; А,В; 5,4; 13,23)где а]к — коэффициенты упругой податливости анизотропного тела, а;1. — коэффициенты теплового расширения, 0(,) = Т™ - — приращение температуры пластины.В (1.9) не введена Изменяемость по координатам, поскольку решение поставленных краевых задач получаются в виде окончательных расчетных формул, откуда будет следовать, что па общую оценку остаточного члена вместе с изменяемостью функций, входящих в граничные условия, влияют также физико-механические постоянные слоев и их комбинации.Решение системы (1.9) складывается из решений внутренней задачи и пограничного слоя. Решение внутренней задачи ищем в виде асимптотического разложения [2-5|=2е։л’е;,-')(^П.О ЦЮ)где — любая из искомых величин, х0 = -1 для напряжений и%„ = 0 для перемещений. При згом, для того, чтобы вклад объемных сил и температурного поля был соизмерим со вкладом поверхностных сил, необходимо, чтобы они имели асимптотические представления видаЛ"’=Хе’2"я'РГ>> 9<') = Ее^0('։,(€.П.О (’ Ч)
х=0 4-0 
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откуда следует, что объемные силы должны иметь достаточно большую интенсивность. Видимо, по этой причине во многих расчетах пластин и оболочек пренебрегают этими силами.Подставив (1.10), (1.11) в (1.9), методом Пуанкаре получим системуразрешающих уравнений относительно ■ Решив этусистему, для искомых величин каждого слоя получим:<#’ =О%,Й,Т1) + С^)(^П.С) 7=а,Рло™ = + Л'Х/о +(аа,рр,ар; Аи,Аг1,А61,/ = 3,4,5)«<-'> = + «?) + «<'•*’ & п) + П.0
(и, V, ш; Ач, А41 ,А}1, I = 3,4,5)4/ = -а>1ВкХ -а21Вк2 -о61Вк6 (1-12)4' =ар\^ц +аГ2^21 +аРс,^б1 +аР1

Ар1 * А1р, />,/ = 3,4,5= (а™А,, - я™«« )/д • 4,„ = 5.™4- = (ятЛ„ -<,)/д, т * » * к * т т,п,к = 1,2,6Д = + 2а|2л|6а26 -япл,6 ~л22а1б ~л66а12В (1.12) величины со звездочками имеют вид
(,.,) _ гГ 1 ОО^а‘ " 1 , (М-1) _ (-.«֊!)) +°“'-՜ {[л в ап Стрр }

+2«4а^-’) + Р;։) (а,рЛ,п;АВ)
И1

В Ст)
+ ка^:;-'}) + Р^

о^=В^1^ + В^1^+В^В^(аа, РР, аР; В1к, В2к, В6к)

и^} = ]Т +45)а(рр.) +а^а>^. +а(‘^՛^ +
0*-

А (Х^(„,у; Е,,п; А,В, а5„,ал„;, а13,а23)= /[«< +я«о<-? +а^ +а^ + о+^о^+а«а^+а«0(--’р; (1.13)
1 А/05՜04” =4^—+ ^ау(-1> -а«ем
/1 (Ху(1,2; и,у; А, В; ка,к^
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я',-։> = 1 а»(,л՜0 1 ду(,-,') 
в ап + а се,

+йру(<л"”)-ЧЧ- -в^ -а^ -а\^Общий интеграл (1.12), (1.13) содержит шесть пар неизвестных функций интегрирования < "и^, »'о'’’ (' = К 2) •которые подлежат определению из граничных условий и условий контакта слоев.Удовлетворив условиям контакта слоев (1.7) и граничным условиям (1.2), получим
+ А^)^/И +

+(А^ + + «?)(<₽„ +Ф2)/Л ++«Гд)((Ро/Л) - «Гл)(ф0/Л) - мГ-։>(֊ф,/й) +(п.у.щ; Л,,Л4„Я3/;а,р,у)
а^) = {[՝И(«(сте-СМ))+фв₽(С<^’-С™^) + 

+(«-С^)^> +[ф„а(сМ> -С,ЭД + 
+м-.Дс17)(с^ -с">)+0?(с(Г + (1.14)
+(ч'.Дс«(с‘=> - с">) + с<Дс| - с§>)]+ф։,(,(с<1>с«> ֊ сМ)) х 
ха^’ +(Й5:,1|/.)П -СЙ’Ч'.м )»’!.*’ +(Сы)Фоа -С^Уор)"#’ +

= ([чЦсМ’ -й-’Х^с'Г -с,?)]х
+ Ч/Ор(С,?С<=> - СМ) + 

фм -С<’>С1;’)]О^ + [ч/(и(с!:>(С"> -С<Г)) +
+(с«>с"> -сМ’)]0^+Й'|'- -С»И;) +(си’ +

♦(сМ-с^с^И’Ио
= {[ч^р(сМ -^)+С^’(С'Р -С,?)]х

+[ч'пр(0Г(^’ -с^՝))+(см( +

4Мс,м - с»)+- с<гс'г)+
+(СМ’ -С?с^>)]а^+/»;:>(с<֊> -С;)ч/.,р)+/^,(с<Гч/ор -с^)+

='</«• "а1։)=0 **0 (а.Р.у)С՛}’ = - 3Х* - 4) + ^иЧ/оа + 4г'Ч'ор
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С’ = (5֊ - 3) + 4’ч'оа + * = 3.4,5; / = 1,2Ф,я 1 <?ф„ 1 8ц>„
А да ’ Ч'՞1’ В сР 77= 0,1= ч'иа[ст^'(^п,<р,.Л)-ст(^'|(€,п.ФпЛ)]+^орррг’^.пЖп/л)-Ч-’в П,Ф„/Л)] + [а!/1;.1(^,т1,Ф»/й) ֊ П.Фп/Л)](77/,. , 777^, т)?; у=а, Р. у)△о = Формулами (1.14) девя ть функций интегрирования выражены через три ст^д\/ = а,Р,у. которые, в свою очередь, определяются из граничных условий, заданных па лицевой поверхности у = <р,(а,р) пластины.Если на поверхности у=<р,(а,Р) заданы условия первой краевой задачи теории упругости (1.3), то этими функциями интегрирования будут

= [(С -Сч'.рН’+(Сфш - СИ’ +(сс -ССИ,]Д-՛- 

с|!ун’ = 23՝И|а “ С)/На ' + (С 1зЧ,1а)/ир ’ + (( сХ-25 - СС),Иг ’]Ац

= (Сч'1|) -СЧЛаН’ +(С’-1',а -Сф.рИ + . <|,5>
Д|1 = СС ыС + ф|а(^ 14 Аз “ 1зС) + Ф|р(^ 13А’ - Сц( ;3 )< Ц = 4-Ча +Л-!’фи։ + |(*-3)(* -4)С = Я<;\(/|р + <ф1в +(5֊к\к ֊3) к = 3,4,5 
_/ = <х,р,у; СП)=^Х С։) =0 л*0и рсчпепие краевой задачи (1.2), (1.3) определится но формулам (1.10)- (1.1э). Если на поверхности у = <р,(а,Р) заданы кинемагичсские условия(1.4). то

(уу, ру, ау; 31,41,5/)

О„=(А^֊А^А^ /^/^к^

/Лз. = (41)^,) - ЛУ’^'ОД՜,1: Л/.* = 3,4,5 (1.16)
д _ я(|) И(’) лН) Л(1) А(1) л(1) . л(П и(0 л(1) _
а12 ~ 44 Л53 Л35 + ?133 Л45 /154 4 Л55 34 ^43

-Аа,А0>Л0) - Л(|)Л(1) А(]) - А(1) А(1) А<1)л44 ?155 /145 /143 /{54 /*35+7/'^)(-<р2/Л)-/7<1’>(ф|/Л)]Л/((Р| +Ф:)
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(a,₽,y; = 0 5*0Решение, соответствующее условиям (1.2), (1.4), определится но формулам (1.10)-(1.14), (1.16).Для смешанных граничных условий (1.5), (1.6) функцииинтегрирования /=а.Р,՝/ определяются аналогичным образом.Рекуррентные формулы (1.10)-( 1.16) позволяют вычислить компоненты тензора напряжений и вектора перемещения с любой заранее заданной асимптотической точностью во всех точках двухслойной пластины переменной толщины за исключением небольшой зоны вблизи боковой поверхности, где доминирующее положение внутренней задачи исчезает и наравне с ним проявляется эффект пограничного слоя |6-8|. Поэтому вблизи боковой поверхности к приведенному решению приплюсовывается согласованное с ним решение задачи тираничного слоя. Ширина (глубина) этой зоны обусловлена скоростью затухания пограничного эффекта и. как обычно, не превышает 1,0-1,5 толщины пластины.Аси митотическая точность вычислений обусловлена не только числом приближений, но также значениями физико-механических постоянных материалов слоев А',/= 1,2....... 6 и изменяемостью функций<р„(а,р),<р։(а,р), ср2(а,р),//;(а,р), а’Да.р) ./ = а,р,у. Ввиду такого разнообразия, оценка точности в приведенной выше общей постановке; краевых задач практически не представляется возможной. А в каждом конкретном случае оценка остаточного члена не представляет большого груда. Укажем также, что если слои имеют постоянные толщины: ср,.(а,Р) = const. Аг = 0.1,2, а заданные՝ на лицевых поверхностях пластины функции // '(а,Р). О , / = а,р,у являются полиномами степени п. то после (м 4-1)-го шага итерация обрывается и получаются математически точные решения поставленных краевых задач для анизотропного слоистою бесконечного слоя.2. В качестве; иллюстрации и приложения полученных результатов рассмотрим одну частную задачу.Пусть двухслойная полоса переменной толщины и поверхностью раздела слоев z = (р,нагружена вертикальной нагрузкой переменной интенсивности. Требуется определить напряженно-деформированное состояние каждого слоя и установить условия нарушения полного контакта между слоями. Задача, в частности, моделируем՛ воздействие снежного покрова и возможность возникновения оползней (фиг.2).
z = <р(х,у)

Фиг. 2
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Пусть р,,р, - плотности слое», ар- интенсивность (плотность) внешней нагрузки. Граничными условиями задачи являются:
/■; = -рхн(х,у), /7 = <р(х,>')-(р,(л-,у), /•;. =о,/;;. = опри г = Ф,(х,у)иу(2 = -ф,) = 0 7 = .г,у,г (2.1)Используя формулы (1.14), (1.15) и ограничившись с точностью 0(е). получим решение:а) величины первого слоя ф, < : < ф,

ОХа<о = _л<-)^Х1РК^х֊>,)/да)
О”>=О|+Р|^֊о™ = (р,Я2 + о.)<', о"» = (р,^ + а,)Л£> (2.2)с\'։ = 0, и™ = 0, и'У = О

до>2=7^(О1+Р1СТ.>)-Р2Х<Р^0(1а. =-Р,СТ| -РХ^Мн
о) <*₽, с’Ф,0’ су '

к А = 0,1,2б) величины второго слоя -(р, < 2 < ср,
= о<» _ -(<л!2> - ,4<;мЦ֊^ х

х д(-?

а = 0<!? - - Л<;’ +(ИГ^) - ֊ х (2.3)х(с, +р Кф11)С^" /д<;> су /
а'^ =<32 +Р;Х֊о.« = Л1з’(с1: +р;х-). с';՝ = А%’(р2 +Р:Х-)= 0, = 0, //{.2) = 0«*:) =(г + Ф;)Л‘32)о2 +֊Л'2)р,£(72 -ф;)Пусть сила сцепления между слоями определяется законом Кулона |9] с коэффициентом сцепления ц, тогда условием, исключающим скольжение слоев (оползни), будет34



|т| < ц|а| (2.4)где а - нормальное напряжение в данной точке поверхности раздела слоен 2 = <р1։(л',.у), а т- касательное напряжение по направлению наибольшего уклона поверхности в этой точке (оно совпадает с линией пересечения касательной плоское™ с вертикальной плоскостью, в которой лежит о).Они определяются по формулам
Т = -Д՜-1 (Р'^оИМ+(^) * 

х(Л0) _,) —^֊(1; -2)Г +^^>1' ' ' ' X; Д; - 1Д',1’' \ Йг Йг ■ бу бу - )

а = ^֊(р|Я(<Ро-Ф1)-Р^^1Мп) ^’ + 1 +Ло их / \ оу У ,, 2р^, (ар0 ЛР| ^(1) , &!>„ ар, Х;,Д'п I бх бх ՛ ՛' бу бу )

Как следует из (2.5), с точностью первого шага итерации 0(е).опасность скольжения слоев (оползней) не зависит от нижней границы 2 = -ф,(х,֊у) и коэффициентов упругости второго слоя. Кроме коэффициента сцепления, она зависит также от внешнего воздействия, плотности грунта первого слоя, его коэффициентов упругости (Пуассона) и формы граничных поверхностей.Сели лицевая поверхность параллельна поверхности раздела слоев 2 = <р0(л",_)'), и первый слой изотропный, т. е.
а<р!_=а<Ро архаре л°’=л!,։=— (2б)
бх бх ' бу бу' " ■' 1-уто пренебрегая объемными силами первого слоя, формально приняв р, = О, из (2.4), (2.5) получим
(Д^-Х-ДЦа;֊))^0 (27>\ Л I— V ՝откуда следует
Следовательно, необходимым условием, исключающим скольжение слоев (оползни, снежный обвал), являетсятах|ога<1ф„| < т1п (2.9)
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Поскольку ------ >1, при небольших коэффициентах сцепления(ц < 1) упругие свойства слоев не влияют на их скольжение. При1 - V------ < )1 важную роль играет коэффициент Пуассона. V Для плоской задачи, считая г = кх + Ь, (2.9) принимает вид
к < пипВ классической механике, как известно, условием равновесиячастицы грунта, находящейся на откосе, является < ц

(2.10)
(2. И)где а - угол естественного откоса, (.1 - коэффициент сцепления частиц грунта. Условия (2.9), (2.10) являются обобщением этого условия и учитывают также влияние упругих свойств.
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