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Կամայական արագաթյամբ շարժվող ճեղթի հակահարթ խնդիրը անիզոտրոպ անհամասևռ 
առաձգական միջավայրի համար

Զփսււսրկվոէմ է կամայական արագությամբ շարժվող ճեւ[թի հակահարթ խնղիրը անիզոտրոպ 
անհւսմասեո առաձգական միջավայրում: Լուծումը գտնվում I փաթեթների մեթոդով: Ստացված է 
լարումների ինտենսիվության գործակիցը ճեղքի ծայրի մոտ:

A.G. Bagdocv, A.N. Mnrtiroslnn
Antiplane problem for anisotrop clastic inhomogcneous medium in prcscnce of crack moving with arbitraiy 

speed
Рассматривается антиплоская задача для трещины в ан изотропно։”! упругой среде при 

произвольной скорости движения трещины. Решение наход։ггся методом сверток. Получен 
коэффициент интенсивности напряжений около вершины трещины.

Рассматривается антиплоская задача о трещине, занимающей 
полуплоскость у = 0, х < 0, |с| < со, край которой движется вдоль оси х 
по произвольному закону X = /(/) , причем у < 0 и у > 0 соответствует 
упругим анизотропным средам. Для случая постоянной скорости 
трещины соответствующая задача рассмотрена в |3|.

Рассмотрим антиплоскую задачу для анизотропной упругой среды, 
на границе которой заданы функции (у = 0, |з| < со)

ПРИ |х| < 00

ит - «<2) = м+ = 0 прих>/(/) (1)
т*2) = т.(х,/) при х<1(1)

х<4> =а2У ди''1} / ду + ди(п/дх

хи> ~ а\1У ди^ /дх + а\!?' ди1»/ду, ] = 1,2 
где / - время, X - координата вдоль границы полуплоскости, у 
направлена по нормали к ней, г - координата по нормали к ху, н<у) - 
перемещения, т։/> - напряжение, С7(/) - упругие постоянные, /(/) 
-некоторая функция - положение точки раздела граничных условий. 
Значение функций т = т,(х,/) при х > /(/) и 1/ = и_(х,1) при х < 1(1)
неизвестны.

Уравнения движения сред имеют вид
(.,: 0ԿւՀ1'> (.,։ ՕԴ/(/) (.)> 5г«и)а\" -----— + 2а" -------- + a\J> ------—

дх ՛ дхду ՜ ду՜
д2и1Л 
дс

(2)

Определим напряжение на продолжении трещины при постоянной 
сосредоточенной силе, действующей на берегах трещины
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т!(/,т,л,^) = -5(л--^)Н(/-т), £</(т) О)
Решение таким образом поставленной задачи имеем в виде

и(л = |н0)(а)ехр(-/ах-/Р;_у)а|а (4)
-со

Подставляя в (2) выражение (4), получим
а^’а2 -2а^)։аР; -а?гР; = № (5)

или
Р;а?г = -а։'?’а +(֊1)?1/д/а<;Га’ 4-а?>։№

а(?)՜ =а?)'я^) -а}? (6)

где 5 ֊ параметр преобразования Лапласа.
Подставляя выражение (4) в (1) и учитывая (б), граничные условия 

можно записать в следующем виде:
д/а(,)а2 4-д$։)՛№ /7<0 = -^/а<2)’а2 +а?гл՛2 /7(2)

и(|> _м<2> = ։<+ +ц = и

-17(2>^«(2>'а2 + a$2rs2 = т„ +т_

Решение системы (7) дает
;7 (л;а) = J(s,a)[x. (s,a) + х, (s,a)j

—, _ч amy/b2s2 +а2 + awJa2s2 +а2
V 7 («(|>+а(2>)дМ252+а2

(7)

(8)

а = аУ/ат, 
Предположено, что Ь>а. а\^а,у> -а(Уа(г> >0. 

Факторизация функции О (я, а) дает О = 0,0., где

йГ'а՝) 1 г. а12уу)ь2 - гг +awi-Jг\2 -a2 dx\
OJ — = exp —? In----- \ i ------— (9)As/ 2ти , ^ь՝- ֊ jy _ami-Jv(2 - a2 q + —

s _

Функции Dt\— являются аналитическими на всей комплексной 

плоскости ia/s за исключением точек, принадлежащих разрезам 
[±а,±б]. Если С± - замкнутые линии, охватывающие по отдельности 
разрезы, то значения аналитических во внешней области функций 
определяются их граничными значениями по формуле Коши для 
неог|>аничен11ых областей

2ти * ^,-ia/s
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' \ / 2т с. Е, - /а/л՛
(10)

Контуры С. обходятся по часовой стрелке. Деформаццей контуров 
на вещественную ось новые выражения для функций приводятся к 
следующему виду:

\ я } * и + /а 'л՛

х(") = - [ агс(Й

т? / 'а

Представим

(11)

= , _ч а(0 +а('у = Г/а\ .—ч-щ
5. (.5, а) = — ■ ■ О. — (ал- + /а) (12)

а1’ст՜'
Тогда уравнение (8) можно записать в виде

+ =5Х+£т_, Д=1/£ (13)
Предположим, что функция Л'(л; а) такова, что указанная выше 

факторизация приводит к функциям оригиналы которых 
удовлетворяют условиям

Р (х,/) = А', (х,/) = 0 при х>у7
Р (х,/) = 5 (х,/) = 0 при х < V /

V </(/) < V.; | V* = ±— | 
\ а/

(13.1)

Тогда неизестные функции н_(х,/), т,(х,/) определяются так:
т+ -Р **«.)/У(х-/ + о)+Л**С]

>+ =5'.**[(5,**т_ -Р_**?/+)//(/-х+о)+5.**С] (14)

Здесь символ (**) означает свертку по переменным I и X; Н - 
функция Хевисайда; С - некоторая обобщенная функция, носитель 
которой сосредоточен на линии х = /(/) :

с-ЁЛНИ»-«]
лг=О
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Слагаемые 5_**С, Р**С в (14) - решения однородной задачи, т.е. 
решения уравнения (13) при и. = т. =0. Произвол, вносимый 
указанными слагаемыми, как обычно в смешанных задачах, устраняется 
привлечением дополнительных условий, например, условием 
ограниченности энергии.

Формулы (14) получены следующим образом. Произведению 
изображения Рй_ соответствует свертка оригиналов

со /+0

I (т,£)«.(/-Т,Х-£,)//( V Т-Е, + (>)//[/(/-т)-Х + £+о]</тс^ (15)
-«■֊о

где множители (функции Хевисайда) введены, чтобы подчеркнуть 
наличие предельных значений для носителей Р_ (13.1) и и (//_(х,/) = 0 
при х >/(/)).

Свертка (15) отлична от нуля для тех областей на плоскости х, I где 
аргументы функций Хевисайда положительны: £, < У.т, £ > х-/(/ - т). 
Отсюда для х > /(/) находим V X >/(/)֊/(,-т)>т/т1„.

Вместе с тем, по условию (13.1) / > V,. Противоречие 
свидетельствует о том, что /’_**//_ =0 при х >/(/). Аналогично 
доказывается, что =0 при х </(/). Отсюда и следуют 
соотношения

Р_**и_ = (5+**Х_ - /’_**гг,)//(/֊Х + 0)

Я+**т+ = -(5',**т -Л**«.)Я(х-/ + о)
Вновь применив преобразования Лапласа и Фурье, поделив после 

этого первое равенство на Р , второе - на 5, и перейдя затем к 
оригиналам, получаем первые слагаемые в равенствах (13). Прибавляя 
решения однородной задачи, приходим к указанному общему решению 
(13). При этом условия: //_ =0 при х>/. т, =0 при х<1 одновременно 
выполняются лишь в том случае, когда носитель С сосредоточен на 
линии х = /(/).

Теперь вычислим оригиналы функции 
. «• о+»х>

5, (х, /) = —— |с/а | (л\ а) ехр($/ ֊ /аг)б&
4?^ / -а»

Р, (х, /) = —— [ (Ра. [ Р* (5, а) ехр(л/ - /ах)с7х (16)
4* ՛ Л. <&>

Здесь, как обычно, принято а>0, при этом для малых а контур 
интегрирования по а проходит вблизи оси 1та = 0 с обходом особых 
точек.

Учитывая, что

1
£

• 1

3
2

где интеграл понимается в смысле главного значения, представляя 
обобщенную функцию 6՝, можно из (16) получить
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О, (а)ехр(д/ - д/, - дох)- «• сг-н® ■»

£(*•') = ֊^гр« И
-со а -ко О Г| -֊ 17«-а/,5''՜

\ 27
7« - а /Д1 (а)ехр(д/ - д/, -дах) , 
------------ (16.1) 

. со О+КО а՝

՛ —гл Л г(--кI 2) 1
где а = /а/д, Г(А.) - гамма-функция Эйлера.

В формулах (16.1) интегралы по д дают 5-функцию от аргумента 
/-/, - ОХ. После вычисления интегралов по , от 5-функции получим

/77(х) 1\(а^а
— /, чзД

/7/(х) г 7« - а О՜1 (а) <1а

Заменяя контур по а на контуры по верхним и 

разрезов по действительной оси между точками а 

нижним берегам 

и — и выбирая

однозначные ветви подынтегральной функции, получим
а//(/-аг)//(х)7 £>Ха)^а 
д! 2пГ(-1/2) 7а -«V/ - ах

. . д' 4Н(г - дх)Я(х) '^Т) ՜՛ (а)7а - а

дг
-с/а

и применяя теоремы о вычегах, можно получить

Н(х) д Н(1-ах\

■Л -ах
£\(а), О՜'(а), обозначаяПодставляя из (11) значение функции

(17)

с1и

Подставив в (14) выражение (3) и (16) и учитывая, что по условию
задачи II, =0 и, что вследствие ограниченности энергии С = 0, 
получаем

с1и 
ч-Т.
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/?(х)Г , 
—֊ 5(/ - ах 
Лл/х

ь

) -1 Ф(Л)6(/ - ИхуНч 

а

1|/ (17.1)

'И = |Л==5(х-/)ф(7’) + Я(х-//я^- + ^-^^1я(7'֊а) 

г’^

Заметим, что в первой из свертываемых функций слагаемые 
однотипны, поэтому для того, чтобы проинтегрировать полученное для 
напряжения выражение, достаточно вычислить только свертку с 
х"'/25(/ - Лх)Л/(х). Полагая Л = а, найдем свертку для первого
слагаемого. Опуская выкладки, приведем окончательный результат 

т’ _ 2^2—£) / дга(/>Т։х,^,а)-1Ф(Л)^,(/,т,хЛ,Л)<л|

^(/,т,хЛ,Л) =
1-а/ 7У,/7(А-а) Н(А-а) Н(а-1) 

- х-^ 3 х-ч

(18)

у/ и - Ь(и- 1)

■11'-а

-1Т-Ь

М'о)

а >11-0(11-1)

Отметим, что поведение напряжения у края трещины определяется 
первым слагаемым функции ^б. Учитывая, что при х—»/(/),/0—> / и 

х - /(/) , .
------т֊4֊-> 1-Л/(/), из (18) можно найти коэффициент интенсивности 

напряжений в виде

х։=,-^„. £=^

п0 = 1 + }а,(»)-7^т//(й֊^)

При произвольной нагрузке Т (х,/) напряжение на продолжении 
полубесконечной трещины получается из решения (18) суперпозицией

!> Ч, /(՛(/<’ 2
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т+(х,/) = -[ Г—(2°) 
ох -</>()

Коэффициент интенсивности напряжения для произвольной 
нагрузки (1) можно найти из формулы (19) и (2(1), которое принимает 
следующий вид:

1|т ^2п(х-/)т+ =^-з/1-а/Л'1)(Л -У։) (21)

J г.(/֊а(/-^)Л)-^= 
l-t/a V' S

,, vco - а Уа - и
/ = /(/)

т'.(т,£(т)) = ֊^т.(тЛ) п₽и £ = я(т)

В результате, если задана нагрузка на берегах трещины, 
коэффициент интенсивности (21) определяется двухкратным интегралом. 
В частном случае при /(/) = V/, V = const из формулы (21) получится 
решение, которое совпадает с результатом |3|, полученным методом 
Винера-Хопфа.
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