
ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԶԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա “ 51, №2, 1998 Механика

УДК 539.3
КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УПРУГОГО КЛИНА, 

УСИЛЕННОГО ДВУМЯ КОНЕЧНЫМИ СТРИНГЕРАМИ
Аветикян В.Е., Акопян А. С.

Վ.Ե. Աւ|ետիթյան, Ա.Ս. Հակոբյան
Կոնտակտային խնդիր առաձգական սեպի համար, որն ուժեղացված Լ երկու վերջավոր 

վերադիրներով

Աշխատանքտմ դիտարկված է կոնտակտային խնդիր առաձգական սեպի համար, որն ուժեղացված 
Լ երկու վերջավոր վերադիրներով: Վերադիրները գտնվում են սեպի տարբեր եզրերում, ընդ որում նրանցից 
մեկը դուրս է գալիս սեււյի գագար, իսկ մյուսը գտնվում է գագարից որոշ հեռւտխրության վրա: Սեպը 
դեֆորմացվոսՏ է կենտրոնացվւսծ աժերի ազդեցության տակ, որոնք կիրառված են վերադիրների ծայրերում: 
Խնդիրը ֆակտորիզւսցիայի և Չեբիշեի օրրոգոնալ բազմանդամների ւ1եթոդների օգնությամբ հանգեցվում Ւ. 
համարյա [իովին կանոնավոր անվերջ գծային հանրահաշվական հսււիսսւսրումների համակարգի, 
կոնտակտային լարումների ինտենսիվությունների Մեըինի ձևափոխության մնացքների և Չեբիշևի 
վեր լուծության գործակիցների նկատմամբ:

V.E. Avetikian, A.S. Hnkoblan
The contact problem for clastic wedges, reinforced by two finite stiffeners

Рассматривается контактная задача для упругого клина с двумя конечными 
стрингерами. Стрингеры находятся на разных гранях клина. причем один из них выходит к 
ее вершине, а второй находится на некотором расстоянии от вершины. Клин деформируется 
под действием сосредоточенных сил, приложенных к концам стрингеров. Задача при помопщ 
метода факторизации и метода ортогональных многочленов Чебышева сводится к решению 
квазивполпе регулярной совокупности бесконечных систем линейных алгебраических 
уравнений относительно вычетов трансформантов Меллипа и коэффициентов разложения 
Чебышева интенсивностей контактных напряжений.

В настоящей работе рассматривается контактная задача для 
упругого клипа (-а< ф < а,0 < Г < со), грани которого при 
0<г<л,ф = а и & </" < с, ф = —а подкреплены двумя конечными 
стрингерами толщины И и с модулем упругости Е1. Клин 
деформируется под действием тангенциальных сил О и Р, 
приложенных соответственно на концах г = 0 и г = Ь.

Требуется в случае а <Ь определить интенсивности контактных 
касательных напряжений, действующих на участке контакта клина со 
стрингерами.

'Здесь, как в [1-21. относительно стрингеров принимается модель 
контакта по линии, а для клина, модуль упругости которой равен Е, 
коэффициент Пуассона V и угол раствора 2а, предполагается, что она 
находится в обобщенном плоском напряженном состоянии.

В силу вышесказанного, уравнение равновесия стрингеров можно 
записать в следующем виде [21 :

ժն/(|)(ր) 
dr2

՜Դ)0՜) (0<r<a) (1)

при условии
dt!mir) =0 Ժ»(1)(ր) =Q_

dr r,a ’ dr ,=0 E'h
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d2um{r) _ т(2) (г) 
dr2 ~ ~ E.h (b<r< c), (3)

где //°'(/՜) - перемещения точек стрингеров, Т(1)(г) и т(2)(/֊) - 
интенсивности тангенциальных контактных напряжений па гранях 
ф = а и ф = —а соответственно.

Условия равновесия стрингеров имеют вид : 
а с

]՜т(|) (/-)£?/■ = О, | т(2)(г)</г = Р (4)
о ъ

Введем следующие функции:

71}(Г) = 0(а -/•); т՝)(/-) = 0(а-г)т(1)(г) (0<г<оо) (5) 

где 0(г) - функция Хевисайда.
Тогда, имея в виду (5), из (1) и (2) получим :

аг Ехп
С другой стороны, с помощью интегрального преобразования 

Меллина [3], из уравнений Ламе для деформаций граничных точек 
клиновидной области получим

du(r,a.) 2 г _ , х. Г /Л <7/ 2 г т ч

du(r,-a.) 2 г _ . . Г/Л /7/ 2 г , (г^1 „—х— = - -рI х<» <^>к>Ы 7 “ 7 ■> Т(2>(‘)Кл Ы 7 (° < г < °°) <8>
иг п, 0 X* 1֊ </ / \ I / I

где //(г, а) и и(г,-а) - тангенциальные перемещения точек на границах 
ф = а и ф = -а клина соответственно, а

Г/Л _ 1 751п2/.>асо52а - р5т2асо52/?аГ7 0 .
31/2 2Я/Л՜ » вш2 2ра - р2 бш2 2а 1/7

Г/Л _ I 7"’sin2//a cos2//a-//sin2g cos 2а Г /Л 
4Ч/7 271/^2«, sin2 2р<х-р2 sin2 2а \/7

-1 +е, < с < О
здесь S] <1, р - комплексный параметр преобразования.

Представим (7) в следующем виде:
(г,а) + (г, a) = - J т՜, (t)K4 Q ֊ ֊

2 2
֊ — '1'а)(/')-77՝И(+1)О-Х 0 </• <оо

/S
где

ц„<г.а) = «;><'•.«)=

(9)
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= 0(« -гк5(֊], = е(г - а)^3(֊)

В уравнениях (6) и (9). переходя к безразмерным величинам. а 
затем применяя преобразование Меллипа и учитывая, что на линии 
контакта выполняется условие I/'- (р + 1) = ГД (р + 1), для определения 

т, (р + 1), после некоторых преобразований получим

C?(p)G(p)z! (р + 1) + X ֊֊֊ тГ (р + 2) + р ф, (р +1) =
Р + 1

= -Р՝И1(Р + 1)֊~Р^(Р + 1) (10)

2Е,Л
-l + e<Rep<0

здесь U՝. (р + 1),Т։ (р+ 1),Г/| (р+ 1),ГЛ (р + l),v|/, (р + 1) и ф’(р+1)
-трансформанты Меллина соответственно для функции
Г7.0Ч<7/Э,т’)(дг)։Ц;/лг),Цп(о''-Хч/а)(^-),'Иа)(о'г), причем т?(р + 2) 

регулярна при Re/? > -2 + е; Ti (р + 1), Ц/, (р + 1) регулярны при 
Re/>>-l + e,a (7*(р+1),ф* (р+1)-при RepcO.

Для решения этого функционального уравнения пользуемся 
методом Винера-Хопфа |4], для этого необходимо факторизовать 
функции О(р) и G{p), где

К(р,а) = О(р) = pctg2pa
Р

G(p) = -tg2pa
sin4pa - psin4a 

sin2 2pa - p2 sin2 2a
Пусть р = р՝ - корень или полюс функции С(/>) в левой 

полуплоскости с наибольшей действительной частью, а рг - корень или 
полюс функции б(р) в правой полуплоскости с наименьшей 
действительной частью. Тогда функция G(p) будет регулярной в 
интервале - 1 + е = Rep, < Rep < Rep, и там не будет иметь пулей. С 
другой стороны, поскольку G(p) —> 1 при |р| —»ос в полосе 
- 1 + 8 < Reр < Reр^ , то его можно представить в виде |4|

G(p) = i-֊-, L (р) = exp/г (/?), L (/?) = [ехрЛ (/?)] (И)
Л (Р) L J 

1՜InG(p)r ‘^'‘dp, - 1 + 8 < с < Rep,

11етрудио видеть, что
ё(р)-ё' (р)ё (р)



Г 1 _ <2^ 1
^’</?) = )/ЕгП_2^ау ^(֊А) = ё (/7) <'2>

\2 л )

Здесь (9 (р) регулярна и не имеет՛ нулей при Яе/х—, а О (р) - 
-1а

при Кер>-——; 1. (р)- при Кер<р, и Л (р) - при Кер>-1-а, 

Г(р) - известная гамма-функция.
Тогда (10) можно записать в виде
7 (Р)О (р)К(р+1) + Л7\р)[ё'(р)]'-^֊^(р + 2) +

I 1 р + 1
—- Г—1- 1 1 — Ра —> Г—+ т1 —++р1- (Р)[<? (р)] V, (/>+!) = —~Р^ (р)[(? (р)] 7Л(р + 1)-

--- Г_А 1 1_
-р!. (р)Ю (р) >|/։(р + 1), -1+е<Иер<0 (13)

Далее, поскольку ф(р+1)=/, (р)^(2 (/•>)] —Т։ (р + 2), 

можно представить в виде

ф(р+1) = ф (р + 1) + ф (р + 1), Ф (р + 1) = |ф(г)г7'й'/' 
1

I
ф (р + 1) = | Ф(/•)/■

ф(7') = т~ / (р)[(7(/7)] Г| (р + 2)г‘<р+|)</р, -1+е<с<0
2*7 2» Р + 1 1 -1

Поступая аналогичным образом, для /(р + 1) получим

/(Р+1)=/ (Р + 1)+/ (77+1) 
сл 1

7*(р + 1) = ]՜/(/к7 (р + о = 
I о

/(/-) = — Г р77р)[(Г(р)] 'ф’(р + 1)/--<'",1Ф, -1+8<с<0
2717 7« 1 1

Очевидно, что ф* (р + 1),/' (р + 1) регулярны при Кер < 0, а 

Ф (р + 1),./՜ (р+1)-ири Кер>-1 + е.

Имея в виду, что Т|(р + 1)~|р| 2, О (р) ~ |р| 2 7- (р) ~ 1, 

/7| (р) ~ |р| 2 при |р| —> оо в своих областях регулярности, в силу 
1<՝оре,м .Лиувилля и аналитического продолжения, н.з (13) получим
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х,(/, + 1) + Х^_(^+1) +._/ ^_+1> _ ____ (14)
(р)<2 (Р) В (р)О (р) //(р)О'(р)

Здесь а1 - неизвестная постоянная, определяемая из условия равновесия 
стрингера (4).

Поступая аналогично |5|, элементарными рассуждениями из (10) 
можно заключить, что точки р = — /(— п 4-1, Р֊~ (к—п + \
(Ие/Л. > 0, 1т/А. > 0, к > 2, п > 1) являются простыми полюсами функции 

х1(Р + 1)- Здесь р = -1к, р = -1 к - нули функции К(р,а} 

(0 < Ке/։. < Ке/х.+1), а /, = 1 .

Следовательно, для т । (р + 1) можем записать
_  се аз
х՛ (р+1) = ЕЕ

А=1 л=1

А^Ь<1) В<?Ь„т 
р + 1к +/7-1 р + 1к + П - 1

А^ = Ке.УТ1 (р + 1), Р(|’= Ие5Т1 (р + 1) (15)
р--՛!, р--։к

А^ = Кел՝ тГ(р +1) = АВ™ = Кел т( (р + 1) = В^Ь,^ 
р-~1к-п+\ р~-11-п+\

к\-։к -7 + 1, а)
-7^֊/ + 2

ь(,г

^К՝\֊1к -/+1,а)

= 1

= 1
Л,(,)=о

Тогда, <р (р + )) в силу вышеизложенного можно представить в виде:
___  О> <л
ф’(р+1) = ЕЕ

А=1 п=2

—1к -п + 1 Ь (-{к -77+1) А<”Ь(”
~1к -77 + 2 0 (-(к _ н + I) Р + 1к +77-1

-7^ -77+1 Л՛ (-/^ ֊77 + 1) В(^Ь,^ +
-Л -77 + 2 О+(-0 -,,+ 1) Р + Л- +77-1

, (-1) г(-1)^1՜ А<Ж 1
/7+1 +77-2 /к +77-2

Далее, применив теорему о вычетах к применяяиз

преобразование Меллина на \|/։՜ (г), а также имея в виду, что 
~~Ч- 1 ___ . ■ ■
/ (р+1)~|рр5, / (р + 1)~|р| при |р|->°0 в своих областях 

регулярности, для / (р + 1) получим

/ ’ (р +1) = У £ (՜5^- £>, [ / т, (/)<7/ +
7=1 Р + Хк о\-5к) ь,
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+2_,----- --------------- Dk J Г ‘ T, (/)<// (17)f^P + \- Q (-st) {

& _ sin25j.acos2a-.Vj sin 2a cos 2.v։. a
2(asin4.s;.a-л\. sin2 2a)

~ sin2.v,.acos2a - 5,. sin2acos 2.7,. aDj = ------ —----;----- -------- -—
2(a sin 45х.а - sk. sin՜ 2a)

здесь 5X. - нули функции sin2 2 pa - p՜ sin2 2a , для которых Res;. > 0, 
— be

Im5j >0, Re5j <Re5x.+1, .s> —сопряженное к sk., a bt =— и c։ = —.
Имея в виду условие контакта при (р = —а, из (3) и (8) получим

1 г , . , 2 г . . ,, f /Л dt 2r (r\ dt-TTTji:2(C^ = — Jt;(/)^4 ֊ ֊֊+ — Jt, (/)Jd- — (18)E,AJ Ea{ \1J t EaJ„ \tJ t1 r O| 0

где т2(/) = Tm(at), T,՜(/) = r-m(at).
Из (15) для T, (Z) получим

Теперь, подставляя т, (/) в (18), произведя замену переменных 
71 П П П •

/2<х = /0, г2а =г0, с։2а =си,^!2а =Ь{), после некоторых преобразований 
получим

-?#1к(/сн=^-[^< + +

+X(^Aj(r0) + ^’4(/-0)) (19)
Л=1

2a [ 2a оз 1 —-1 — ( -3)
t:(/0)=v т2(/0^)։ 4('-о) = Х^)1(^о)л-/о’' 1+՞՜

м=1 О

" л:՛ Г—1 " 
r0 l/0J v„J

К" — =----- [(7Г(/да)-с1ё2/хх) — dp

Ек(г0) полу’мегся из Ах.(г0). если вместо б'*՛’ положить и вместо 
1к положить <к .

т2(/0) ищем в виде (2)
г:(п)=֊7^=тЕ^;7;("). (Н<0 (2°)

л/1 - 1Г )
8



ч — —$----~(»)} ։ = {cos(j arccos м)} _0 - многочлены
С0 ~ °1> '՜

{\ <о
А"}1 J j=0 

подлежат определению.
Подставим теперь выражение т”(м) в (19) ив/ (р+1), а затем, 

аналогично [2], умножая (19) па д/l - v* (v)dv и интегрируя с -1 до 1, 
из (14), при этом имея в виду (16), (17), получим следующую бесконечную 
систему линейных алгебраических уравнений:

(т= 1,2,...)(21)

' АЖ 
+п-2

дЖ’] 0 (22)

^■) (р0)^) +Ä<3)Äa>)+Äl7HJ =

К< (֊/„,) К, (֊/„,) .

~ _  • <.<! -Г_  f л.0^п։() I
Ki (֊/„,)

Ki (-/„,)*=՛ К, (-/«)/=։
Ki (-!„,) v.7

= _, _ _ *оЛ,о
КI (—/да) Ä. J /т)

2 _ - “ ՛ + ~
а rtZf +«-1 й- +И-1

(24)

где

= 2(сц \)oj(w)yra Md„dv +
1 Tt- LJ1'1 yl\-u-

+— ff—^v + co + sjn( jarccosv)>/l - v2U , (v)t/v

arccos vVl - v2 [/nH1 (v)dv -

./■?,< 2 J

= 2{c°Jo)a j Lt (v)VrVi7m., (V)ÜV

B^ = 2(C° \ba^~ f Lk. (v)VrVf/„,_, (v)rZv
-1

1 И<С°
—I

ß - 2^co ~Ап)а 
7Г 2
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/<'> = 
а СО

/<» =

»У‘

^0

-Т=Т^->(։')^
VI -//"

-/>„)// + с0 + />,
2

СЙ4
л/1 - и*

.р )^ 4՜ ^‘о 4- Йо «Й/
2

2

2

л -"+2 с+(-<
1 А (֊1) 

/™-1^+(-1)

м=2

1 А (~1)
/т-1 О(-1) 

(сп֊Ьп)а
Л

5х-

(./ = 0)

Ту(и)Л1

7^ (и)ии

- ----- Ь^\л м-1

^2 ( А/՜)
4^1 V« ~ Л* О (—Зъ)

ОЛ֊^) 
51п4а - 4асоз4а

/ЛЛу’

4(51п2 2а — а 5Ш 4а) ’

I

к и к]

(./=1,2,...)

№ +

№ +

(./ = 0,1,2,...)

К}(р) = рК(р), к}(р) =

выражения получаются из если 11 них
положить 7Х., а 3т! - из У„,у, если в нем вместо положи ть 

Оказывается, что имеют место следующие оценки :
СО՝ ЕМ

при

Имея в виду эти оценки,

ЛК^Р՝) 
4р 
вместо /4.

нетрудно убедиться, что (21)-(24)
кпазивполпе регулярные бесконечные системы линейных алгебраических 
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уравнений относительно вычетов трансформантов Маллина 
интенсивности контактных напряжений тДг) и относительно 
коэффициентов разложения Чебышева т,(/') в случае, когда а <Ъ.

В заключение отметим, что решение задачи для клина, когда оба 
стрингера подкреплены к одной грани клина, можно получить 
аналогичным образом.

Авторы благодарят Э.Х. Григоряна за ценные советы и 
постоянное внимание к работе.
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