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Ա.Ս. Հակոբյան, Ռ.Մ. ԿիրակոսյանԴծայնորեն փոփոխական հաստության օրթոտրոպ օղակաձև սայի աասնղթասիմետրիկ տատանումները րնպայնական սահքի հաշվասմտմթՍալերի |1) ճշգրտված տեսության հիման »1րա տոացվէղ է գծայնորևն փււփււխական հասւաոթյւսն օրթոտրոպ օղակաձև սայի աոասցրսոփմետրիկ ւսղասւ տատանումների ւ|իֆէ.րէ.ւպի։պ հավասարումը ր|պ|այնական սահքի հաշվասմամլ»: Սափ ււեփական հաճախորթյասների որոշման համար սղւոաղործւ|հ| ! կոլոկացիանհրի մերողը՛ անհայտ ֆունկցիան վերածէղով և»ան1լյանւպափւսկան շարքի: Թվային ոաշկարկսերը կարարվել ես սայի երկրաչափական և մեխանիկական պարամետրերի մի թանի րսորոշ ւսրմեքնևրի համար: Վերջնական արղ|ունթների վերւածման հիման ւխա արվել են որակական եզրակացություններ ընպայնական սահրի սպղեցաթյան վերաբերյւպ:A.S. Hakobian, R.M. KirakosionThe free axis symmetrical oscillations ol orthotropic circular plates of linear variable thickness with calculation cross displacementsЫа основе уточненной теории пластин |1| получено ди^х^ерепцмальпое уравнени«* свободных осесимметричных колебаний ортотропной кольцевой и частники липеймо переменном толщины с учетом nonepu’iiionj сдвига. Для определения собственных частот пласпшхи применен метод коллокаций. разложив неизвестную функцию в тригонометрический ряд. Численные расчеты проводились для некоторых характерных значений геометрических и механических параметров пластинки. На основе анализа окончательных результатов проделаны качественные заключения о влиянии поперечною сдвига.1. Рассмотрим ортотропную кольцевую пластинку с внутренним и внешним радиусами а и b, толщина которой h меняется по законул„
h = Л„ + h.r, h. >- —, а < г < b (1.1)

bЗдесь г —радиальная координата, Ло и Л, —геометрические параметры пластинки. Пусть осесимметричным поперечным возмущением пластинка пыведена из состояния равновесия и оставлена самой себе. Исследуем возникающие свободные колебания при заданных условиях опирания пластинки с учетом влияния деформаций поперечных сдвигов. Аналогичная задача в классической постановке для изотропной пластинки рассмотрена в работе |2|.Введем обозначения:Л„ h. а й0
r = pb, z = h„5, ~T = s, — = у, ~ = к, h = h„H, — = т՜, агВг=\

Ь S О D.
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А2<0՛
13,

и, = Ь0И, СО$<£>„Г, <Р| = 5,фСО8Ш„/, = а
Фда - %Ф = у. И, = В,11вЫ, со։<о Л7, = В,И2, М, собсо л/

Мв = В,к2 Ма сози п1 (1.2;Здесь / —время, 5 и р — поперечная и радиальная безразмерные координаты; (1 — плотность; йп, В,, а, -механические параметры материала (3); и> —прогиб; ф, —функция, описывающая распределение по толщине поперечного сдвига (1). М,, Мо и ^-изгибающиемоменты и поперечная сила, СО „ — круговая частота колебаний пластинки.С учетом (1.1) и (1.2) находим
Н= 1+ур, н = -5ф

н— 8ф-5:у/7| , У
+ ^ГР-

Мо =

л//3
12

+ vrf,от2 У
Р-

5>пгН3
12

^У+У 
Ф р.

собственных
(1.3)(1.4)
(1.5)
(1.6)где У,о —соответствующий коэффициент Пуассона материала.Известно |3|, что уравнения свободных колебаний пластинки при пренебрежении инерцией вращения и тангенциальных перемещений можно получип. из соответствующих уравнений изгиба, заменив интенсивность поперечной распределенной нагрузки выражением с/2 »р2 = -</Л —т- (1.7)

Л՜Имея в виду это обстоятельство и осесимметричпость колебаний, третье и четвертое уравнения движения ДифференциалыШго элемента срединной плоскости пластинки представим в виде
сМ, м, н/ . п
—֊+—+ —О2 =0
ф р 5

(1.6)
с!М, м, - мв ы,ф р 5 (1.9)Подставив выражения И,,М, и Мо из (1.4)-(1.6) в уравнение(1.9), для функции ф получим•Г Н., .. В2 у ( Н\с1у.... ...

֊— Н—— + 2у + — —֊ + — 2у,оу֊—ф 
8 ф՜ к р) ф р I р)С учетом (1.4). (1.9) и (1.10) из уравнения (1.8) следует:

120;
, <13у ( Н՝'\ <12у ( , уН
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ф < р/ф՜ \ р
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Использовав (1.10) и (1.11). уравнение г//՝
л~Г - ХФ = У арможно привести к виду б/*3 у (1Л у (.1՜ у с1у

с/р г/р г/р՜ г/р (1.13)где
// =

1 [ 
7Т71

уН Н- т2//- . Н ЗхН'Я
12у ’ +10֊֊ ֊ 2-— - -—— + Зу ..у,?/՜ — +

Р Р՛ Р՜ К Р 2л- х

1 
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будем считать, что краевые условия на (1 Н)внутреннем и внешнемконтурах пластинки р - к и р = 1 произвольны. Они могут быть сформулированы в виде любой возможной комбинации следующих условий:а) Условия свободного края:
֊ + УЛМ2֊ = О, (Л/, =о)
^Р Р

г/> ^=о. 
г/р

(1.15)б) Условия шарнирного опирания:
Ф 2 У п-^- + ^^1 ֊ = 0, 
г/р Р

г/3 у С Н}(Ру 1 |
г/р I р)с/р ру,„ [

(Аф = о)

(1и = О)' (1.16)
Р

8

Н
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н
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в) Условия заделки:
У=о,

,г/’_У, г/3у ( И | с/2 уН֊֊^ + 2Н\ зу+ ֊֊ ֊4 
г/р3 к Р / г/р р</р
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п՝'Н՜ <Л ,-—— ~ = О = 0) (1.171р- _|</рДокажем, что собственные числа краевой задачи для однородного дифференциального уравнения (1.13) являются круговыми частотами свободных колебаний пластинки при соответствующих условиях крепления и что пластинка других частот не имеет. Очевидно, что для итого достаточно показать, что из условия у = 0 вытекает условие [ * 0 (:>' * 0), а из условия у а 0— условие / = 0 (и՛ = 0) Рассмотрим эти два утверждения в отдельности.Сначала докажем, что при ф да 0 имеет место /?=0. Допустим обратное, то есть / = 0. Тогда (1( /Лх = 0 и из (1.12) следует <р г- 0, что означает т,_ *0. Эго противоречит физическому смыслу задачи носком -.у получится, что при отсутствии прогибов (изгиба) возникает поперечное касательное напряжение. Следовательно, обратное допущение неверно и при у * 0 справедливо / * 0.Доказат-льегво же другого утверждения, согласно которому при 
у= 0 имеет ме< то равенство / = 0, непосредственно вытекает из (1.11).Таким образом, нахождение круговых частот собственных колебаний ортотропной кольцевой пластинки линейно-переменной толщины с учетом влияния деформации поперечного сдвига сводится к решению задачи о собственных числах соответствующей краевой задачи дся однородного диф։; еренциального уравнения (1.13).2. Для нахождения частот свободных колебаний пластинки удобно пользоваться методом коллокаций, решение дифференциального уравнения (! 13) представив в усеченный тригонометрический ряд

>,=т+?1я'С05^+а'мпт^ ,21)Здесь о, и Ь։ —неизвестные коэффициенты.В нижеприведенных таблицах представлены стократно увеличенные бс?[ 1 .мерные значения частот первых двух осесимметричных форм колебаний пластинки, внутренний край которой р = к свободен, а внешний край р = 1 — шарнирно оперт. Эта значения найдены с точностью до четырех значащих цифр, для чего понадобилось удерживать 31 член ряда (2.1) Рассмотрены случаи некоторых харак ерных значений механико-геометрических параметров пластинки 
Ео / £, X, к, у и 5. В последних двух строках таблиц приведены поправки в процентах ОКА - ОД„=^А100%. (»= 1,2) (2.2)
вносимые в значения частот свободных колебаний пластинки с учетом поперечного сдвига. Через обозначены частоты, соответствующие классической постановке задачи, то есть случаю % = 0.Данные таблиц приводят к следующим заключениям.1. Учет влияния поперечного сдвига, как и следовало ожидать, и в случае пластин переменной толщины приводит к уменьшению значений собственных частот.2. Величина поправки существенным образом зависит от поведения изменения относительной толщины пластинки, то есть от значений параметров .V и у . С ростом этих величин поправка увеличивается.40



Таблица 1

к = 0.2, =0.3, Ев = 0.5Е,
5 = 0.05 5 = 0.3

У = 0 У = 1 у = -0.5
О, Я, О, Я, Я.

X
0 2.14 6.09 3.57 9.82 6.45 5.09
5 2.11 5.77 3.42 8.66 6.30 4.04
10 2.07 5.50 3.29 7.83 6.15 3.46

А, 1.72 5.19 4.21 11.9 2.25 20.5
Д, 3.36 9.66 7.95 20.3 4.63 32.1

к = 0.2, =0.3, Еп = Е,

X
0 2.27 6.19 3.70 9.93 8.78 55.1
5 2.22 5.86 3.54 873 8.37 42.6
10 2.18 5.58 3.39 7.88 8.02 36.0

А. 1.89 5.33 4.52 12.1 4.63 22.6
Д3 3.70 9.89 8.52 20.6 8.67 34.7

к = 0.2, =0.3, Ео = 2Е,

X
0 2.48 6.38 3.95 10.1 11.7 62.3
5 2.43 6.03 3.75 8.87 10.8 45.9
10 2.37 5.72 3.57 7.98 10.0 38.0

А, 2.28 5.59 5.18 12.5 7.95 26.3
Д, 4.41 10.3 9.68 21.2 14.3 39.0

к = 0.1, =0.3, Е„ = 0.5£,

X
0 1.94 5.17 3.09 8.04 7.11 48.2
5 1.90 4.94 2.97 7.25 6.88 38.0
10 1.87 4.73 2.87 6.66 6.67 32.3

А, 1.66 4.55 3.76 9.79 3.19 21.2
Д, 3.26 8.53 7.14 17.2 6.16 32.9

к =0.1, =0.3, Ей = Е,

X
0 2.12 5.40 3.28 8.31 9.19 54.0
5 2.07 5.14 3.14 7.46 8.69 40.7
10 2.03 4 91 3.01 6.82 8.27 34.0

А, 1.99 4.90 4.34 10.3 5.35 24.6
Д, 3.88 9.14 8.18 18.0 9.96 37.0

к = 0.1, у,0 =0.3, Еа=2Е,

X
0 2.39 5.80 3.59 8.81 11.8 62.1
5 2.33 5.48 3.40 7.82 10.8 44.0
10 2.27 5.21 3.23 7.10 9.98 35.9

А, 2.55 5.56 5.39 11.2 8.62 29.2
Д, 4.92 10.3 10.0 19.4 15.3 42.2
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3. Поправка зависит от характера анизотропии материала. Как и следовало ожидать, она возрастает с уменьшением относительного модуля сдвига материала поперечного направления (с увеличением параметра х ) Величина поправки сильно зависит еще и от анизотропии материала в плоскости пластинки. Причем с ростом отношения модулей упругости кольцевого и радиального направлений Л'о / она увеличивается.•1. Уменьшение радиуса внутреннего края пластинки приводит к уменьшению значений собственных частот.5. Учет влияния поперечного сдвига на значения второй частоты сказывается качественно одинаково, но намного сильнее, чем па значения первой.
ЛИТЕРАТУРАi Киракосян Р.М. К уточненной теории цилиндрически ортотропных пластин переменной толщины. -Изв. ПАН Армении, Механика, 1994, т.47, №5-6. с.64-73.2. Сони С., Лшба-Рао Ч. Осесимметричные колебания кольцевых пластинок переменной толщины.-В сб.: Механика, колебания и устойчивость многосвязных тонкостенных систем. М.: Изд. Мир, 1984, в. 32, с. 7-16.3. Амбарцумян С.А. Теория анизотропных пластин.-М.: Паука, 1987. 360с.Институт механики ПАН Армении Поступила в редакцию1.09.1995
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