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L.R.Mktrdiiiui
On separation of transverse and planar vibrations of piezoelectric plates

В работа рассматриваются свободные п вынужденные колебания поперечно 
поляризованных тонких пьезоэлектрических пластин класса 6mm Относит ем.н». 
напряжспно-дсформированпого состоянии пластин принимается клагс ическая теория В 
отличие or известных исследований, на потенциал электрического поля гипотезы не 
налагаются, кроме тою. что ноюпциал поля можно иредставип. н виде суммы симметричных 
и антш. имметрнчиых отпосительпо поперечной координаты, функций. Нокаэыпаегся, чго при 
определенных электрических граничных условиях планарные колебания (колебапич 
обобщенного плоскою состоянии) с антисиммегричной частью потенциала электрического 
поля отделяются от поперечных колебаний с симметричной частью потенциала поля 
Приводится численное с)>авпение иолучеппых реэулыатов.

I. Пусгь гонкая поперечно-поляризованная пьезоэлектрическая 
прямоугольная пластинка постоянной толщины 2h отнесена к системе 
прямоугольных декартовых координат так, чтобы плоскость (AWZ) 
совпадала со срединной плоскостью пластинки.

Упрощенные материальные соотношения, в которых согласно 
классической теории пластин пренебрегаются нормальное напряжение 
G.. и поперечные сдвиговые напряжения ап, а?2, возьмем в виде:

Д| = + 4Ъ°:2 +</п65> = 0, е,, = е,, = 0
<6՝ = +t/.|6’3; et, = 2(л՝н - .V.Ja,, 111,
Д = е,Л,; D2 = е.Д,; D, = е,/Д +г/я(оп + а..)

.Здесь - компоненты вектора электрической индукции, а 
компоненты напряжен поспи поля, дл>1 которых имеем

Е, =-^- 
дх։

Тогда, па основе гипотезы Кирхгофа из (1.1) можно найти напряжения в 
пластинке по (формулам
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<5,2

8u dv f с:и՛ й2и-] 
— + v г —- + V г 
йг ду \йг՜ ду՜)

Е Sv ди (S'w й2и'| , ,, х «р
——-------ь V— - г —- + v—֊ +</,.( I + V)—l-v|_cjy дх 1йу՜ дх՜) ' Sz

12 ~
Е (ди dv . d2w

—------?l-----ь------2z-------
2(l + v)<5y дх схду,

(1.2)

а также компоненты вектора Электрической индукции

А dnE(du dv 'if 2Ed;.'}d<f>-J— — +------zAxi' - g.--------- — —
1-vW.r dy ) \ \-v)dz

Dt=-e>* Д=-ЁЛ 
՛ 'ax- ■ 'ay

Здесь //, v, ։։՛ - перемещения срединной плоскости пластинки. Из 
условий статической эквивалентности, вместо напряжений удобно ввести 
внутренние силы и момент։»!, отнесенные к единице длины срединной 
плоскости пластинки.

„ Jou с\Л Jdv dti\
<йг ду) \.йу дх)

„ \-\’,(ди av՝) ,, ,, а2ч-
S =------ ( — +— . H = -(l-vW—— (1.3)

2 key дх) дхду

.. Jdzw а:чЛ , 1 г , |
Л-/, = -D\ —- + v—г + М ф + <р —

Vftr ду-) V h\ )

. у ,/1 Г J 'l
М-. = -/J —г + v—г + ИА ф. + <р — фаг 

дх-J < h\ )
где введены следующие обозначения:

1-V՜ 1-v Л1՜՜''՜)

а ф. и ф. - значения электростатического потенциала на лицевых 
плоскостях пластики г - ±Ь.
Рассмотрим следующие поверхностные условия:

°м = 0> ам=аэ2=° (’•-•)
<։) <р = ф1'1, £>з=41’’

а также другие варианты электрических поверхностных условий:
б) ф = 0, в) = 0 и их сочетания па лицевых плоскостях з = ±Л.

Осредним уравнения движения пластинки. Тогда получим 
выражения перерезывающих сил. а также уравнения колебаний 
пластинки относительно перемещений срединной плоскости и 
потенциала электрического поля.

п д д ( 1 г ,
1У} = -и—/Ун + пА— <р + ф — Ф«-

дх дх V И3, )
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д (? I IяЛ', =-£>—Ди’ + ЛЛ— <р +<р — [цхЕ 
ду ду к, * -л -

(1.5)

Ди +
1 + V с
1 - V дх

, (<и(' + у) с1 , 2р(1 + у) 5;и
Л ' Е д!2

1 + у д ( дч (лЛ «Л|(1 + у) д , , 2р(1 + у) д2ч
Ду +---------- — + — +——-------- -— <р -<р ) = —1——

1-у дДйх ду) Л дух ' Е дг

£>Д2и' + 2рй^-^--ЛЛД ф + <р --[ф«к|=0 (1.6)
дг к )

К этим уравнениям движения дополняется уравнение
электростатики, которое возьмем в трехмерном виде

е,Дф + й—֊- + ЛД՝։' = 0 (1.7)
&՜

Здесь Н = е, -2В3}А > 0 (так как е, по порядку больше, чем 
с131А). Из системы (1.6) видно,что если на лицевых плоскостях пластинки 
заданы постоянные значения потенциала электрического поля ф. и ф_, 
тогда планарные колебания (колебания обобщенного плоского 
напряженного состояния) отделяются от поперечных колебаний.
Выразим перемещения срединной плоскости и и V через две функции 
Фи Т.

зф ат аФ ат
и =---- + —, у = —------- —

дх ду ду дх
Тогда, после некоторых преобразований система (1.6) преобразуется к 
следующему виду:

<А.Е
Здесь, как обычно, у, = —— - коэффициент электромеханической 

2рЛ
Е , Е 

2р(1 + у) р(1-у֊) 

Функции Ф и Т в системе(1.8) отделяются, но они связаны 
электрическими поверхностными условиями. И задачи планарных и 
поперечных колебаний взаимосвязаны.

Пусть потенциал электрического поля таков, что его можно 
представить в виде суммы симметричных и антисимметричных 
относительно поперечной координаты, функций (р = фс 4֊ фа, 
где фДх.ф.Л) = ф, (х,у -1г). Фа(х,>',А) = ֊фД*’.?' -Л)
Тогда система (1.6), а также уравнение электростатики (1.7) распадаются 
на две самостоятельные системы
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с’АЧ'-—г=0
' дГ-
, д2Ф

с;аф--^г + 2х,ф„. =о

Л^֊^֊ + е,Д<р„ =0

(1.9)

, З2»' 2ЛЛ | . Д/'бф՝) 1
А>Дчг + 2рЛ— ---------- М(е,<р +Лм') + — —- > = 0

дг е, Л \ & /11 (1.10)
5-^£- + Д(е|ф։ +Ли') = 0

Из приведенных уравнений видно, что уравнения планарных 
колебаний, в которых участвует также антисимметричная часть 
потенциала электрического поля в общем случае отделяются от 
уравнений поперечных колебаний с симметричной частью 
электростатического потенциала.

Будем искать решения системы (1.9) и (1.10) в виде гармонических 
волн

Т = Ч/„ ехр/(со/ ֊ к{х- к2у), Ф = Ф„ехр/(ш/ ֊ к}х- к2у) (1.11) 

и՛ = м'о ехр/(со/ -к}х- к2у), <р = /(г)ехр/(ш/ - к}х- к2у)
В этом случае первое уравнение системы (1.9) приводит к сдвиговой 

волне (БУ)

Рассмотрим следующие электрические поверхностные условия 
ф = фИ, при г = ±И (1.13)

где символом (е) обозначена внешняя среда. Примем, что 
фИ = + <рМ

где ф1/՝ и ф^- потенциалы электрического поля для внешней среды, 
которые соответствуют симметричной и антисимметричной частям 
потенциала ноля соответственно. Тогда выбранные электрические 
поверхностные условия (1.13) имеют вид

К уравнениям (1.9) и (1.10) и к граничным условиям (1.14) 
присоединяются также уравнения внешней среды

^ + ДфМ=0; ^ + Дф(/)=0

Итак, при рассматриваемых электрических поверхностных условиях 
уравнения и граничные условия разделяются и приводят к 
самостоятельным системам относительно функций Ф, <ра, и 
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и\ <рс,<р| соответственно. Первая система описывас։ колебания 
частотой

(]; _ (2Л*~х, -А'с,е„)1Ьх*/? + А:с,;Зх 

В% - гДУг/кИ
а вторая - с частотой

X т՜“’ 1Ьх«1 ֊ 1.)к'г„ + гА2к:Иг " к11 
Е!

2рЛ(«Х1ЬхАЛ - в0)
, е,

1ле г = 7
При электрических граничных условиях б), т.е. когда лицевые 

поверхности пластинки электродирива пы и заземлены, имеем
(рг = 0, (ра = 0 при 2 = ±Л

В этом случае из системы (1.9) отделяется также уравнение, приводящее 
к продольной волне (РУ)

(О2 ,
—г = с; (1.15)
к’

г.е., планарные колебания отделяются от поперечных колебании и не 
зависят от пьезоэффекта, а поперечные колебания происходят с 
частотой

, Г)ЬЛ кА
<Л- (^кЬ-^кИ) (1.16)

2рЛ рЛе,х
А для электрического ноля внутри пластинки имеем

е11сЬ/М .

Разлагая в уравнении (1.16) функцию гИх^А в ряд по степеням 
ук!1 (т.к. х^А « 1) и сохраняя первые три члена этого ряда. получим:

о
Ок
2рА|_ 1֊2х Х<>=—7֊ 11.17). где

Согласно (1.17) частота поперечных колебаний при

увеличивайся, а при х.. > ~ * уменьшается. При Хи - ~ получим

СО՜ —> со . Однако вычисления для различных материалов показываю։.
1

что параметр Хи для реальных пьезоэлектриков «— Например,

В случае, когда лицевые поверхности пластинки 
неэлектродированы и /93 = 0 . планарные и поперечные колебания 
отделяются и происходят с частотами

материал Р2Т-4 С<15 ВаТ։О3 ЦТС-4 ЦТС-19 ТБК-3

Хи 1.41-10՜3 0.2-1 О՛4 0.08-10՜5 1.16-10-2 6.3-103 5-1 О՛3
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, 2х/Я111Х*Л , , , /)к4 к'А՜, ч
и՜ =—!----------- + с;А-՜ . <о՜ =------------------ (х£Лс։ЬхМ֊ I)

%2? 2рЛ ре,
в) Когда следующие поверхностные условия заданы на лицевых 
плоскостях пластинки

Ф = О при 2 - И , /Э3 = 0 при г - -11
планарные и поперечные колебания взаимосвязаны и частота колебаний 
определяется из биквадратного уравнения |1|.

2 Рассмотрим вынужденные колебания пластинки-полосы. 
Пластинка колеблется под действием переменной во времени 
электрической нагрузки, заданной на лицевых плоскостях пластинки. 
Рассматриваются два случая электрических поверхноегых условий

а) ф, = ф(,ехр(/со/)81п(7сг/бт) . ф = фоехр(/<о/)8т(тсг/л)

б) Ф± = Фи ехр(/со/)5։п(тсг/а) (2.1)
Пусть на торцевых плоскостях пластинки-полосы л* = 0, а заданы 
следующие граничные условия:

7' =0, w = 0, М} = 0, ф = 0 (2.2)
Из уравнений колебаний пластинки (1.6) и выбранных граничных 
условий следует, что в случае вынужденных колебаний также планарные 
и поперечные колебания отделяются друг от друга.

Решая задачу в случае электрических поверхностных условий а), 
получим резонансные планарные колебания

^3l(I-V’) 1 /. Ч / 7аЛ

и - ——;— -------——exp(/со/)соя —I֊©2/©; n ' AaJ
а

< резонансной частотой

Выражение (2.3) совпадает со значением, полученным ранее в |2). 
Но в отличие от этой работы, здесь планарные колебания влекут также 
поперечные колебания с частотой

. Dk4 (я/«)՜ A՝ , ч
<0՜ =------ +------ ------- I-а tha) (2.4)2рЛ ре, v ’

тяЛ которые не резонансные. Здесь а =----- .
а

Решая же задачу в случае электрических поверхностных условий 
б), получим резонансные поперечные колебания В этом случае 
планарные колебания не зависят от пьезоэффекта и частота колебаний 
имеет вид (2.3). Л для поперечных колебаний

-2/7Л(я/'л)'ф0(1 - a՜1 tha) 
со0 =---------- -г---------------------- ------------гт-------------г

£>(к/бг) -2рЛсо2 + 2Л28։’’Л(7с/с/)‘(1 ֊a ‘tha)
и резонансные частоты имеют вид (2.4).
Разлагая в формуле (2.4) функцию th в ряд по степеням a и 
ограничиваясь тремя членами ряда, получим, ч то во втором приближении 

СО2/® о (гАе (й'о — DkAfiph ) не зависит от толщины пластинки, а в 
третьем п риближе։ ։ и и

106



со
!■£ 5£Sсо

3. Рассмотрим вопрос разделяемосги механических граничных
условий но торцах пластинки. Возьмем различные механические
граничные условия, нпнример для кроя х = 0 .

I) Пусть край х = 0 шарнирно оперт. Тогда, используя выражения 
внутренних сил и моментов (1.3), получим:

+ 2Л<ра. =0.
ди ду — +— 
ду дх

и՛ = 0

֊ ^֊֊^ + М 2фс. - 7 [Фс^ 

дх՜ < h Jh )
2) В случае, когда край свободен, имеем:

(ди сНЛ л л
—+ v— +2Лф, =0 , 

kchr оу)
ди dv 
— + — 
ду дх

д՜ и՛ д՜ и՛
дхг ду

+ I1A 2<рс —[ф/Zz =0 
к ■ )

֊/J—Ди’ + ЛЯ—|
дх дх

д} и*
^Т = 0схду

= 0

3) В случае, когда край х = 0 жестко заделан

и՛ = 0, — = 0, и = 0, V - 0 
дх

Как видно, в рассматриваемых граничных условиях уравнения для 
и՛, фс и //, V, фа разделяются.

4. Рассмотрим вынужденные колебания гонкой пьезоэлектрической 
пластинки-полосы, которая шарнирно оперта по краям х = 0,а. 
Колебания проиходят под действием электрического потенциала ф .
заданного на торцах пластинки.

Пусть заданы следующие электрические поверхностные условия
Ф, =0 при z = h и ф =0 при z--h (4.1)

При выбранных поверхностных условиях (4.1) планарные 
колебания пластинки отделяются от поперечных колебаний и не зависят 
от пьезоэффскта.

Рассмотрим уравнения, описывающие поперечные колебания 
пластинки-полосы (1.10).

Выбранные граничные условия имеют вид:
а) и՛ = 0, Л/х = 0, ф = VQ sino/ при х = 0,а (4.2)
Решив поставленную граничную задачу для потенциала ноля и 

перемещений, плучим
., . / ч . НТСХ •X֊’ и^Хфс = + 2_/Р„(з)81П----- SIHCO/, И'= 81П(0/2^И'п sin

(7 а

e, 7UJ

■chZ"\ 
а

Jch^A 
а

А 
— 
е։

(4.3)

107



Отсюда можем дЪлучить резонансные частоты поперечных 
колебаний:

+ v)
th^ 

а

а

<0՜ =0 при >з = 2,4,6,.. (4.4)
Рассмотрим другие варианты электрических граничных условий: 
б) Пусть фс = Р'„ sinw/ при х = 0

Фс = -И„ sin<о/ при х-а (4.5)
В этом случае для резонансных частот колебаний получаем: 

<й,:,=0 при 33 = 1,3,5,. (4.6)

Г ,
, _ E fTU/Y 1Г кзз/зУ rf,‘,£(l + v) а ।

~ p(l-v:)V а) ll a ) 8,(1-v)

V a J 
при п = 2,4,6,... (4.7)
в) Пусть (рс = Fq sinco/ при х = 0

Фс = 0 при .г = а (4.8)
При этих граничных условиях для резонансных частот получаем то 

же выражение (4.7), только для всех натуральных п .
Сравним полученные резонансные частоты колебаний пластинки с 

резонансными частотами задачи, рассмотренной в |1|. В указанной 
работе рассматривались вынужденные колебания шарнирно-опертой 
пьезоэлектрической пластинки-полосы, когда на лицевых плоскостях 

заданы ‘ф. = ±е"'^ф0„(х)81п^- 
п=1 а 

а на торцах пластинки потенциал поля равен нулю.
Для рассматриваемой задачи резонансные частоты планарных 

колебаний имеют вид:

(4.9)

а поперечные колебания не резонансные.
Вычислим 'Р=со'/со;п для пластинки-полосы, изготовленной из 

пьезокерамики Р2Т-4 при различных значениях относительной толщины 
И/а и для различных вариантов электрических граничных условии
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Исходные параметры пьезокерамики PZT-4 следующие:
= 1475, é|j = 13OO, <731 =-123-10՜8, d„ =496-IO՜8

<У„ = 289■ 10՜8 \d,t -r0i cmojc|, S® = 12.3- IO՜'3

S3® = 15.5-I0՜13, =-4.05-10՜13, £* = -5.31-10 13

5Д = 39.0-10 |3,[£^֊см2ди»՜'], p = 7.5 г см՜3
Таблица I

n\(j/a 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

1 3.3-Ю՜'1 1.318-10-3 2.966-Ю՝3 5.27310՜3 8.239’Ю'3

3 2.966-10՜3 1.186-Ю՜2 2.669-10'2 4.745-Ю՜2 7.414-Ю՜2

5 8.239-Ю՜3 3.295-Ю՜2 7.414-Ю՜2 1.318-Ю՜1 2.059-Ю՜1

7 1.615-Ю՜3 6.458-Ю՜2 1.453-Ю՜1 2.583-Ю՜1 4.035-Ю՜1

9 2.669-Ю՜2 1.067-Ю՜1 2.401-Ю՜1 4.268-Ю՜1 6.668-Ю՜1

Таблица 2

/ïN^/cr 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

2 1.318-Ю՜3 5.273-Ю՜3 1.186-Ю՜2 2.109-Ю՜2 3.295-Ю՜2

4 5.273-10՜3 2.109-Ю՜2 4.745-Ю՜2 8.435-Ю՜2 1.317-Ю՜1

6 1.186-Ю՜2 4.745-Ю՜2 1.067-Ю՜1 1.897-Ю՜1 2.964-Ю՜1

8 2.109- Ю՜2 8.435-Ю՜2 1.897-10՜1 3.372-Ю՜1 5.26910՜1

10 3.295-10'2 1.317-Ю՜1 2.964-10՜1 5.269-Ю՜1 8.231-Ю՜1

В табл. 1, 2. приведены численные результаты отношения Ч7 
резонансных частот указанных задач в случае электрических граничных 
условий соответственно а) и б) для /7=1,...ДО и 
h/а = 0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05.. В первом случае 4х = 0 при четных п, а 
во втором случае Ч7 = 0 при нечетных п .

В случае электрических граничных условий в) отношение Ч7 
принимает значения обеих таблиц (для всех И = 1,...,10).

Численные результаты показывают, что с возрастанием п значения 
резонансных частот обеих задач сближаются.

Для очень тонких пластин (Л/я = 0.01) резонансные частоты 
поперечных колебаний на два порядка меньше, чем соответствующие 
резонансные частоты планарных колебаний. Для остальных случаев 
относительной толщины h/a на порядок меньше. С увеличением 
относительной толщины пласгинки значения рзонансных частот обеих 
задач сближаются.

Сравним значения резонансных частот поперечных колебаний 
задачи, когда на лицевых плоскостях пластики заданы условия

Юм 7DC ifm •<р =фое sin— (р = -фое sin — 
а а

для потенциала электрического поля и рассматриваемой задачи, когда 
пластинка колеблется под действием потенциала поля, заданного на 
торцевых плоскостях.
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В случае граничных условий (4.2) эти значения совпадают при 
нечетных п. (При четных значениях п в рассматриваемой задаче).

В случае граничных условий (4.5) эти значения совпадают при 
нечетных значениях п. В случае же условий (4.8) резонансные частоты 
обеих рассматриваемых задач совпадают при всех значениях п .

Рассмотренные в работе свободные и вынужденные колебания 
пластинки приводят к следующим выводам.

Если потенциал электрического поля внутри пластинки таков, что 
его можно представить в виде суммы симметричной и антисимметричной 
относительно поперечной координаты функций, то уравнение планарных 
колебаний, где участвует также антисимметричная часть потенциала 
поля, отделяется от уравнений поперечных колебаний, в которых 
участвует симметричная часть потенциала поля. Но эти колебания 
связаны граничными условиями. Показано, что при соответствующем 
выборе электрических поверхностных условий упомянутые задачи 
отделяются друг от друга. Отделяются также рассмотренные 
механические условия на торцах пластинки.

Рассмотрены задачи вынужденных колебаний пластинки, когда на 
лицевых плоскостях заданы периодически изменяемые во времени 
потенциалы электрического поля. В случае чисто планарных колебаний 
полученные резонансные частот совпадают с ранее известными [2|. Но 
в отличие от работ |2], здесь планарные колебания влекут также 
поперечные колебания, которые не резонансные. Показано, что при 
определенных электрических поверхностных условиях возможны чисто 
поперечные резонансные колебания. Исследовано взаимодействие 
планарных и поперечных колебаний в общем случае.

Рассмотрена задача вынужденных поперечных колебаний 
пластинки под действием различных электрических нагрузок, заданных 
на торцевых плоскостях. Полученные резонансные частоты 
сравниваются с резонансными частотами планарных и поперечных 
колебаний, когда пластинка колеблется под действием электрической 
нагрузки, заданной на лицевых плоскостях (для пьезокерамики Р2Т-4). 
Численные результаты показывают, для очень тонких пласт-ин 
(/?/а = 0.01) резонансные частот поперечных колебаний (в задаче 
колебаний под действием торцевой нагрузки) на два порядка меньше, 
чем соответствующие резонансные частот планарных колебаний (в 
задаче колебаний под действием заданной на поверхности нагрузки). Для 
остальных случаев рассмотренной относительной толщины 
{h/а = 0.02,...0.05) эти частоты отличаются на порядок. С возрастанием п 
значения резонансных частот обеих задач сближаются.

Автор выражает благодарность профессору М.В.Белубекяну за 
постановку задачи и ценные консультации.
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